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1 Einfiihrung

Das Ergebnis einer Messung besteht aus dem Messwert und einem Genauig-
keitsmal3, das die Giite des Messergebnisses charakterisiert. Das Genauigkeits-
mal ist Voraussetzung fiir die Vergleichbarkeit und Akzeptanz von Messergeb-
nissen als auch fiir Entscheidungen, die auf der Grundlage von Messergebnissen
zu treffen sind. Es gibt nun eine Reihe unterschiedlicher Genauigkeitsmalle, die
der Anwender besonders unter dem Aspekt einer interdisziplindren Zusammen-
arbeit mit anderen Fachgebieten mit ihrem inhaltlichen Aussagegehalt kennen
und zuverldssig interpretieren sollte, um sie richtig einzusetzen. In diesem Bei-
trag sollen einige tibliche Genauigkeitsmalle erdrtert werden, wobei besonders
auf den ,,Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen GUM ( = Guide
to the Expression of Uncertainly in Measurement)®, der seit 1995 in seiner be-
richtigten Fassung als [SO-Veroftentlichung und seit Juni 1999 als Vornorm
DIN 13005 vorliegt /DIN 13005/, eingegangen wird. Die theoretischen Grund-
lagen und Hintergriinde des GUM werden nicht diskutiert, obwohl dazu z. B. in
/Schmidt, H. 2003/ Kritik geiibt wird.

2 Grundlagen der mathematischen Statistik und
Fehlerlehre

2.1 Werte einer skalaren Messgrofie

Die Messgrofie ist die physikalische Grof3e, deren Wert durch eine Messung be-
stimmt werden soll (z. B. Lange, Winkel, Temperatur). Der Wert der Messgrof3e
ist der Messwert einschlieBlich seiner Dimension. Wird eine Messgrof3e L
mehrmals gemessen, so bilden die einzelnen Messwerte /; (i = 1, 2, ..., n) eine



Messreihe vom Umfang n. Fiir weitere Berechnungen wird der arithmetische
Mittelwert

-1y, (1)
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eingefiihrt. Der Mittelwert, wie auch jeder einzelne Messwert, wird in der ma-
thematischen Statistik als eine Zufallsgrofie aufgefasst. Mit zunehmendem Um-
fang n einer Messreihe wird die Schwankungsbreite des Mittelwertes / immer
kleiner werden, so dass schlieBlich gilt /Pelzer 1995/

im {7 =131 - ) @

Der Mittelwert /| konvergiert also gegen den Erwartungswert z, der Zufallsgro-
e L (Abb. 1).
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Abb. 1: Werte einer skalaren Messgrofie

Der Erwartungswert g, der MessgroBe L wird nicht mit dem wahren Wert L
dieser GroBe zusammentallen, obwohl dies natiirlich angestrebt wird. Die Diffe-



renz zwischen dem wahren Wert und dem Erwartungswert , ist die systemati-
sche Abweichung A, /Pelzer 1995/. Ein einzelner Messwert /. unterscheidet
sich vom Erwartungswert g um die zufillige Abweichung ¢, vom wahren
Wert [ um die wahre Abweichung 7. Die Abweichung eines Messwertes |,
vom Mittelwert | wird als Verbesserung v, bezeichnet.

2.2 Ursachen fiir Messabweichungen

Ein Messwert entsteht im Moment der Messung und ist das Ergebnis aller am

Messprozess Beteiligten (Messobjekt, Messgerdt, Beobachter, Umwelt, Zeit

usw.). Jeder reale Messprozess unterliegt dabei Unzulénglichkeiten und Unvoll-

kommenheiten. Er wird beeinflusst von zufilligen und systematischen Effek-
ten sowie von Annahmen und Vereinfachungen bei der Auswertung. Die Ab-
weichungen der Messwerte einer Messreihe untereinander bzw. zum wahren

Wert konnen eingeteilt werden in:

e grobe Fehler: Sie betragen ein Mehr- oder Vielfaches der zu erwartenden
Messabweichungen (z. B. 20 m — Fehler bei Messbandmessungen, Ablese-
fehler bei Instrumenten, Zahlendreher beim Protokollieren). Grobe Fehler
sind echte Fehler und sind nicht Gegenstand der weiteren Betrachtungen; sie
sind aufzudecken und zu korrigieren.

o zufillige Messabweichungen: Zufillige Messabweichungen sind keine
Fehler; sie sind ungleichsinnig wirkende, unvermeidbare Abweichungen und
treten positiv und negativ mit etwa gleicher Haufigkeit auf. Ursachen sind
Unvollkommenheit der Messinstrumente und der menschlichen Sinne sowie
die Bedingungen des Messraums. Die Einfliisse zufélliger Messabweichun-
gen lassen sich durch Wiederholungsmessungen und Mittelbildung sowie
durch Uberbestimmung der Messelemente reduzieren.

o systematische Messabweichungen: Systematische Messabweichungen sind
gleichsinnig wirkende FEinfliisse auf den Messprozess. Eine beispielhafte
Aufzdhlung von systematischen Messabweichungen fiir messtechnische Be-
lange findet sich in /Schwarz 1995, Seite 461t/

Der Begriff Fehler wird heutzutage nur noch flir grobe Fehler verwendet. Die
frithere Bezeichnung zufdlliger Fehler wird durch den Begriff zufdillige Mess-
abweichung ersetzt, da es sich hier nicht um echte Fehler handelt. Das gleiche
gilt flir systematische Messabweichungen.



Es wird versucht, systematische Messabweichungen zu erfassen, um die Mess-
werte entsprechend zu korrigieren. Trotzdem verbleiben besonders bei Prizisi-
onsmessungen noch nicht erfasste systematische Messabweichungen und be-
eintriachtigen das Messergebnis. Es stellt ein besonderes Problem dar, diese nicht
erfassten systematischen Messabweichungen richtig abzuschitzen, um sie im
Genauigkeitsmal beriicksichtigen zu kénnen (siehe Abschnitt 3.3).

2.3 Varianz und Standardabweichung

Die in einer Messreihe enthaltenen Informationen kénnen in zwei Mal3zahlen
zusammengefasst werden, ndmlich dem Mittelwert / und einer Angabe iiber die
Streubreite der einzelnen Messwerte. Das wichtigste Streuungsmal} fiir eine
MessgroBe L ist die Varianz o2 /Pelzer 1995/:

o2 = E[(L—/JL)z} = lim Fi(/, —ﬂL)z} = lim (lig,?j. 3)

n—w n =1 n—w n =1

Hieraus ergeben sich folgende Schlussfolgerungen /Pelzer 1995/:

e In die Bestimmung der Varianz flieBen nur die zufdlligen Abweichungen ¢,
der Messwerte /. ein. Eine etwaige systematische Abweichung bleibt unbe-
rliicksichtigt.

e Fiir die Berechnung der Varianz wird eine Messreihe vom Umfang »— o
bendtigt, tiber die man aber in der Praxis nicht verfligt.

Damit kommt der Formel (3) zunéchst nur theoretische Bedeutung zu. Fiir prak-
tische Zwecke geht man zu einem Schitzwert fiir o7 {iber, ndmlich zu der empi-

rischen Varianz s’. Fiir den in der Regel in der Praxis anzutreffenden Fall eines
unbekannten Erwartungswertes g, muss auf den Mittelwert /| zuriickgegriffen
werden /Pelzer 1995/. Die Formel fiir die empirische Varianz lautet dann:

sf:%i(T—l,)Z:%ivf . (4)



Der Divisor n-1 in (4) ist die Anzahl der linear unabhéngigen Summanden (Ver-
besserungen v, ); diese wird auch Anzahl f der Freiheitsgrade oder Redundanz

genannt.

Obwohl von der Theorie her gesehen die Varianz als Streuungsmal} im Vorder-
grund steht, ist sie fiir die praktische Verwendung weniger geeignet, weil sie von
anderer Dimension ist als die Messgrof3e selbst. Deshalb wird fiir praktische
Zwecke auf die Standardabweichung {ibergegangen:

2

o, =, yo, Standardabweichung von L, ®))

S, =, \/S; empirische Standardabweichung von L. (6)

+

Bei o, und s, handelt es sich um die Standardabweichung eines einzelnen
Messwertes /.. Fiir die Standardabweichung des arithmetischen Mittelwertes
gilt

o =2 bzw. s =L . (7)

/ \/E / \/E

Die Standardabweichung des Mittels einer Messreihe geht mit wachsendem Um-
fang n der Messreihe zurlick.

2.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Die Verteilungsfunktion

F(x) = Xjf(x)-dx )

beschreibt, mit welchen Haufigkeiten bzw. Wahrscheinlichkeiten die Messwerte
in Abhéngigkeit von threm Wert zu erwarten sind oder zu einem gegebenen
Wertebereich gehoren. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Gesamtbereich der Werte
der ZufallsgrofBe hat den Wert Eins. Die erste Ableitung der Verteilungsfunktion
— also der Integrand f(x) — heil3t die Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz die
Dichte der betreffenden Verteilung. Die Flache unterhalb der Dichtefunktion ist
auch immer Eins. Aus den Verteilungs- bzw. Dichtefunktionen lassen sich der
Erwartungswert /Kreyszig 1973, Seite 85f1/



= Tx-f(x)-dx )

und die ihm zugeordnete Varianz

+00

o’ = I(x—y)z-f(x)-dx (10)

—o0

ableiten.

Es gibt nun unterschiedliche Verteilungsfunktionen. Einige typische Verteilun-
gen, die in der Messtechnik eine Bedeutung haben, sind:

2.4.1 Normalverteilung

Die Gauss-Verteilung oder Normalverteilung wurde von C. F. Gauss (1777-
1855) im Zusammenhang mit der Theorie der Messfehler eingefiihrt. Viele Zu-
fallsvariable, die bei Experimenten und Beobachtungen in der Praxis auftreten,
sind normalverteilt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung ist ge-
geben durch (Abb. 2)

F(X) = — 1 .e*%(%ﬂ] . (11)
oN2rx

Mit

o = Standardabweichung und

1 = Mittelwert

Die Parameter der Normalverteilung sind der Mittelwert x und die Standardab-
weichung o .

Die Kurve f(x), die so genannte Glockenkurve, ist symmetrisch beziiglich .
Die Wendepunkte der Funktion liegen bei to.



f(X) A

Dreieckverteilung

Normalverteilung

/Recrlteckve teilung

am e [ R REREEE R 2
X-a X x+a X

Abb. 2: Dichtefunktion verschiedener Verteilungen

2.4.2 t-Verteilung (Student-Verteilung)

Im Gegensatz zur Normalverteilung, bei der unendlich viele Messwerte voraus-
gesetzt werden, beriicksichtigt die t-Verteilung (Student-Verteilung) den Umfang
n einer Messreihe und ist deshalb bei kleinem 7 besser geeignet als die Normal-
verteilung; bei geringer Anzahl »n fallen die Flanken der Dichtekurve weniger
steil ab, als bei der Normalverteilung. Mit wachsendem # strebt die Verteilungs-
funktion der t-Verteilung gegen die Verteilungsfunktion der Normalverteilung
/Kreyszig 1973/. Die t-Verteilung wird hauptsédchlich zur Beurteilung von Stich-
proben (z. B. von Mittelwerten) verwendet.

2.4.3 Rechteck-Verteilung

Bei der Rechteck-Verteilung (Abb. 2) sind alle Messwerte gleich wahrschein-
lich. Betrdgt der Abstand zur Grenze a, dann lésst sich die Standardabwei-
chung o tiber Formel (10) berechnen durch o =a/+/3 /Schmidt, M. 2003/.

Beispiele zu einer rechteckféormigen Wahrscheinlichkeitsverteilung sind vorge-
gebene Toleranzen, Fehlergrenzen oder die digitale Aufldsung.



2.4.4 Dreieck-Verteilung

Nimmt die Wahrscheinlichkeit linear mit dem Abstand ab, ergibt sich die Drei-
eck-Verteilung (Abb. 2). Betrdgt der Abstand zur Grenze a, dann ldsst sich die

Standardunsicherheit o berechnen durch o =a/v6 /Schmidt, M. 2003/. Die

Dreieck-Verteilung wird auch als Simpson-Verteilung bezeichnet /Hartung
1984/.

2.5 Vertrauens- oder Konfidenzintervalle

Der Erwartungswert x4, der Messwerte einer Messreihe bleibt zwar in der Regel

unbekannt, doch 146t sich ein Konfidenzintervall angeben, das diesen Wert mit
der gewihlten Wahrscheinlichkeit {iberdeckt. Fiir eine normalverteilte Zufalls-
grofle X gilt /Pelzer 1995/

M=Q~N(0’1) ,

(@2 (@2
! ! (12)
X4, &,
S S ’

Darin bedeuten N(0,1) die Standard-Normalverteilung und ¢, die Student-

Verteilung mit f Freiheitsgraden, wie sie nach Formel (4) und (7) bei der Be-
rechnung von s_ eingefiihrt worden sind. Fiir den Fall, dass nur s, bekannt ist,

berechnen sich die Grenzen des Konfidenzintervalls nach

C L0 :x+Sx.tf,l—a/2 > (13)
fr14n ¢ Quantil der t-Verteilung mit f Freiheitsgraden .

Die Breite des Konfidenzintervalls hingt sehr wesentlich von der Anzahl f der
Freiheitsgrade bei der Bestimmung der empirischen Standardabweichung s_ ab.

Werte der t-Verteilung kénnen entsprechenden Tabellen entnommen werden.

2.6 Auflosung, Genauigkeit, Prizision und Richtigkeit

Die Begriffe Genauigkeit, Richtigkeit und Prizision sind in der DIN 55350
Teil 13 definiert. Diese Begriffe lassen sich exemplarisch an einer Zielscheibe



verdeutlichen. Unter der Auflésung wird die kleinste Z&hleinheit, hier der Ab-
stand der Ringe der Zielscheibe, verstanden. Die Streuung der Einschusslocher
gibt die Prizision an; sie ist ein MaB fiir die Reproduzierbarkeit der Treffer un-
ter den gegebenen Bedingungen (zufillige Streuung). Systematische Einfliisse
werden in diesem Genauigkeitsmal3 nicht beriicksichtigt. Die Streuung der Ein-
schusslocher zum Zentrum der Zielscheibe wird durch die Genauigkeit ausge-
driickt. Hierbei werden also etwaige systematische Abweichungen beriicksich-

tigt.
///b%ii siOrl

Genauigkeit

Auflosung

Abb. 3: Verdeutlichung der Begriffe Genauigkeit, Prdazision und Auflosung an
einer Zielscheibe

Der Uberbegriff Genauigkeit bzw. Messgenauigkeit bezeichnet daher die Nihe
der Ubereinstimmung eines Messergebnisses zum wahren Wert. Da dieser Wert
aber in der Regel nicht bekannt ist, sollte der Begriff Messgenauigkeit bei Ge-
nauigkeitsangaben vermieden werden. Man sollte bei praktischen Angaben ent-
weder von der Prézision (vgl. Abschnitt 3) sprechen oder das Genauigkeitsmal}
(z. B. Standardabweichung, Standardunsicherheit, Messunsicherheit) bei Ge-
nauigkeitsangaben explizit benennen.

Durch die VergroBerung des Umfangs n einer Messreihe 146t sich nach For-
mel (7) die Standardabweichung des Mittelwertes und dementsprechend nach
Formel (13) die Breite des Konfidenzintervalls reduzieren, also mit anderen
Worten die Prézision des Mittelwertes erhohen. Leider konvergiert der Mittel-



wert aber zum Erwartungswert u, der Messgrof3e und nicht zum richtigen Wert
L. Es verbleibt also im Ergebnis ein etwaiger systematischer Fehler A, ; das Er-
gebnis ist um A, wunrichtig. Die Richtigkeit beschreibt also das Ausmal} der

Anndherung zwischen der mittleren Position der Einschusslocher zum wahren
Wert, hier dem Zentrum der Zielscheibe.

2.7 Korrelationen

Allgemein versteht man unter Korrelationen den stochastischen Zusammenhang
zwischen zwei oder mehreren Zufallsvariablen. Das Mal3 der Korrelation wird
ausgedriickt durch den Korrelationskoeffizieten o, , der wie folgt definiert ist:

Py = mit —1<p <1 . (14)

0,0,

Die Werte o und o sind die Varianzen der jeweiligen Zufallsvariablen; der

Wert o, ist die Kovarianz der beiden Zufallsvariablen.

Korrelationen stehen in einem engen Zusammenhang zu systematischen Mess-
abweichungen. Es wird zwischen physikalischen und mathematischen Korrelati-
onen unterschieden /Heunecke 2004/: Physikalische Korrelationen entstehen
durch die jedem Beobachter bekannten Einfliisse, die vom Beobachter selbst,
vom Instrument und von den ortlichen Gegebenheiten - insbes. von solchen
meteorologischer Art - ausgehend die Messungen einer oder mehrerer Beo-
bachtungsreihen im gleichen Sinne beeinflussen. Werden Beobachtungen einer
rechnerischen Umformung unterzogen, so erhdlt man gewohnlich mathema-
tisch korrelierte Funktionen. Kommen beide vorgenannten Ursachen gleich-
zeitig in Frage, so hat man eine Superposition zu gemischt-korrelierten Gro-
en. Auf korrelierte Beobachtungen ist das Kovarianzfortpflanzungsgesetz (all-
gemeines Fehlerfortpflanzungsgesetz) anzuwenden (vgl. Abschnitt 2.8).

Korrelationen kénnen bewirken, dass durch die Erh6hung der Anzahl der Wie-
derholungsmessungen die Prizision, z. B. die Standardabweichung des Mittel-
wertes nicht in dem Malle gesteigert wird, wie es nach der Formel (7) erwartet
wird. Bei korrelierten Beobachtungen 146t sich nach /Hopcke 1980, Seite 56/ die
empirische Varianz bzw. Standardabweichung eines einzelnen Messwertes nach
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s =

1 5
- 15
1-r -1 ( )

und die des arithmetischen Mittelwertes nach

S§=1+(n 1) = (16)
1-r n-(n—l)

bestimmen. In diesen Gleichungen bedeutet » = empirischer Korrelationskoeffi-
zient. Genauigkeitsberechnungen, bei denen Korrelationen vernachldssigt wer-
den, sei es bewusst oder unbewusst, tduschen zuweilen Genauigkeiten vor, die
offensichtlich nicht zutreffen. Angenommen, die Messungen sind mit » = 0,9
korreliert, so ergibt sich unter Vernachldssigung der Korrelation eine um den
Faktor 3,2 zu giinstige Standardabweichung eines einzelnen Messwertes. Noch
gravierender wirkt sich eine Vernachlédssigung der Korrelationen bei der Stan-
dardabweichung des arithmetischen Mittelwertes aus. Bei einem Korrelations-
koeffizienten von r = 0,9 und bei n = 10 durchgefiihrten Messungen betrédgt der
Faktor 9,5. Bei Vernachlédssigung der Korrelation wird also eine ca. 10fach
glinstigere Standardabweichung fiir den Mittelwert vorgetiuscht.

2.8 Kovarianzfortpflanzungsgesetz

Genauigkeitsmalle fiir Folgewerte, die aus direkt gemessenen Messwerten rech-
nerisch abgeleitet werden, konnen nach dem Kovarianzfortpflanzungsgesetz
(frither: Fehlerfortpflanzungsgesetz) berechnet werden. Die Folgewerte, die im
Funktionsvektor f zusammengefasst sind, sind mit den Messwerten (Vektor L)
verkniipft tiber

f=p(L) . (17)

Die Kovarianzmatrix ¥, der Folgewerte, die nach GUM als Unsicherheitsmat-
rix bezeichnet wird, berechnet sich nach /Pelzer 1995/:

ZFF =F- ZLL F . (1 8)
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Diese Beziehung wird als Kovarianzfortpflanzungsgesetz bezeichnet. Die Ko-
varianzmatrix Y,, ist gegeben durch die Varianzen und Kovarianzen der Mes-

sungen. Sie beschreibt die Genauigkeit der Messergebnisse:

- _
O,  Ohs 7 Oy,
02 O
! 1,1
ZLL = ’ :2 (19)
2
L 0]“ .

Die Matrix F enthilt die berechenbaren Differentialquotienten o¢/o/ der Funk-
tion nach Gleichung (17):

L)
al al,
ai}”:p,,’,,: Lo | (20)
o, 09,
R

Die Varianzen bzw. Standardabweichungen der Folgewerte und auch die zwi-
schen ihnen bestehenden Kovarianzen bzw. Korrelationskoeffizienten kdnnen
jetzt nach Gleichung (18) berechnet werden.

Besteht die Funktionsvektor der Gleichung (17) nur aus Produkten und Quo-
tienten, so werden die Quadrate der partiellen Ableitungen, die indirekt nach
Gleichung (18) berechnet werden, alle gleich Eins. Um die Varianz eines Fol-
gewertes zu erhalten, kénnen dann einfach die relativen Varianzen addiert
werden. Diese relativen Varianzen sind auf die jeweilige Grof3e bezogenen Vari-

anzen der Messwerte (=(c,/1,)’). Der Wert o, /I, wird als relative Standardab-
weichung bezeichnet.

2.9 Vektorielle Messgroflen

Die Untersuchung der Eigenschaften von skalaren Messgréf3en — wie in den vo-
rangegangenen Abschnitten geschehen — ist zwar fiir das Verstdndnis sehr wich-
tig, reicht aber flir praktische Anwendungen nicht aus. In der Praxis ist es ndm-
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lich in der Regel selbst fiir einfachste Fragestellungen notwendig, mehrere
Messgroflen gleichzeitig zu betrachten. Die hier fiir skalare MessgroBBen defi-
nierten Grofen lassen sich in entsprechenden Vektoren entsprechend der Anzahl
der beobachteten Messgroflen zusammenfassen. In analoger Weise kdnnen dann
z. B. mehrdimensionale Konfidenzbereiche berechnet werden /Pelzer 1995/.

3 Genauigkeitsmalie

3.1 Wiederholprizision

Die Wiederholprézision ist ein qualitatives Genauigkeitsmal}, das quantitativ
durch die Wiederholstandardabweichung ausgedriickt wird. Die Wiederhol-
standardabweichung wird aus den Werten der Messreihe einer Messgrof3e nach
den Formeln (4), (6) und (7) bestimmt. Es wird also aus der Zufallsstreuung der
Einzelmesswerte (zufdllige Messabweichung) zum arithmetischen Mittelwert
die empirische Standardabweichung s berechnet. Die Einzelmessungen werden
in der Regel unter Wiederholbedingungen wie z. B. vom selben Beobachter
nach ein- und demselben Messverfahren mit demselben Instrumentarium un-
mittelbar nacheinander unter den gleichen &ufleren Bedingungen ausgefiihrt.
Systematische Abweichungen, wie sie z. B. durch das Umfeld, in dem die Mes-
sungen stattfinden, oder durch das fiir die Messungen eingesetzte Instrumentari-
um einschlieflich des Beobachters hervorgerufen werden, finden in der Wieder-
holstandardabweichung keine Beriicksichtigung. Sind beim Messprozess syste-
matische Messabweichungen wirksam, so konnte folgende Aussage moglich
werden: eine hoch prdzise Messung ist sehr ungenau.

Die Wiederholstandardabweichung driickt die Reproduzierbarkeit von Messun-
gen aus, nicht aber unbedingt die Streuung zum wahren Wert. Die Wiederhol-
standardabweichung wird dort verwendet, wo es um die Festlegung von Ge-
nauigkeitsmallen flir Verdnderungen bzw. Differenzen geht, also z. B. bei De-
formationen bzw. Lageverdnderungen von Objektpunkten.

In den einzelnen Disziplinen ist der Sachverhalt der Wiederholprézision unter-
schiedlich dargestellt worden. Im Vermessungswesen sprach man von ,,innerer
Genauigkeit”, wenn man die Prizision einer Messgrof3e meinte.

13



3.2 Vergleichsprizision

Werden hingegen die Messungen von verschiedenen Beobachtern mit unter-
schiedlichen Messverfahren zu verschiedenen Zeitpunkten bei unterschiedlichen
duleren Bedinungen ausgefiihrt, so werden bei den eingesetzten Messverfahren
nicht erfasste systematische Messabweichungen zu einer groBeren Streuung der
Einzelmesswerte fiihren als bei unter Wiederholbedingungen ausgefiihrten Mes-
sungen. Die aus den Messabweichungen zum arithmetischen Mittelwert berech-
nete empirische Standardabweichung wird folglich gréBer sein als die vergleich-
bare Wiederholstandardabweichung. Die so berechnete empirische Standardab-
weichung wird als Vergleichsstandardabweichung (quantitatives Genauig-
keitsmal3) bezeichnet; das entsprechende qualitative Genauigkeitsmal} ist die
Vergleichsprézision. Die Vergleichsprézision charakterisiert die Verhéltnisse
zum wahren Wert zutreffender als die Wiederholprizision; sie wird deshalb be-
vorzugt dort angewendet, wo es darum geht, den absoluten Wert der Messgrof3e
genauigkeitsmifig zu beschreiben. Im Vermessungswesen wird bzw. wurde die
Vergleichsstandardabweichung als ,,duflere Genauigkeit* bezeichnet.

3.3 Standard- und Messunsicherheit

Fiir die Bewertung und Angabe der Messunsicherheit hat sich in den letzten Jah-
ren der von der internationalen Standardisierungsorganisation ISO im Auftrag
mehrerer internationaler Organisationen herausgegebene ,,Guide to the Expres-
sion of Uncertainly in Measurement®, kurz GUM, als international akzeptierter
Standard durchgesetzt /Sommer und Siebert 2004/. In deutscher Sprache ist der
GUM als Vornorm DIN V ENV 13005 ,,Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit
beim Messen* erschienen /DIN 13005/. Die Messunsicherheit ist ein Mal3 fiir
die durch unvollstindige Information hervorgerufene Unvollstindigkeit der
Kenntnis der Messgrof3e /Weise und Woger 1999/. Diese allgemeine Definition
besagt, dass das Messergebnis nach Korrektur aller bekannten systematischen
Einfliisse immer nur ein Schdtzwert der Messgrof3e ist, die mit einer Unsicher-
heit behaftet ist, die sich aus zufilligen Messabweichungen und unvollkomme-
ner Berichtigung des Ergebnisses beziiglich der systematischen Einflusspara-
meter ableitet /Heister 2001/.
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Die entscheidenden Aufgaben der Messunsicherheitsbewertung nach GUM sind
1. Darlegen der Kenntnisse {iber die Messung und iiber die Eingangsgréf3en,

2. Modellieren der Messung,

3. Genauigkeitsbewertung der Mess- und Eingangsgréf3en und

4. Angabe des vollstindigen Messergebnisses.

Ziel der quantitativen Einschitzung der am Messergebnis beteiligten Grof3en ist
in einem ersten Schritt, jeden Messwert durch eine Standardabweichung genau-
igkeitsméBig zu bewerten, um dann damit die Messunsicherheit des Messergeb-
nisses abzuleiten. Die quantitative Ermittlung der Messunsicherheit setzt sich
dabei aus mehreren Komponenten zusammen, die sich nach der Art, in der ihr
Zahlenwert geschitzt wird, in zwei Kategorien einteilen lassen:

e A: Komponenten, die mit statistischen Methoden berechnet werden,

e B: Komponenten, die auf andere Weise ermittelt werden.

Die Komponenten in Kategorie A werden durch geschétzte Varianzen s; (oder
geschitzte Standardabweichungen s,) und die Anzahl 7, der Freiheitsgrade ge-

kennzeichnet. Die Varianzen ergeben sich aus Wiederholungsmessungen oder
aus Ausgleichungsberechnungen redundanter Messungen. Wenn erforderlich,
sind auch Kovarianzen zu beriicksichtigen. Die Standardabweichungen der Ka-
tegorie A konnen als normalverteilte, stochastische Einflussgrofen quadratisch
zu der Standardunsicherheit zusammengefasst werden. Der GUM und auch
andere Literaturstellen sind in der Definition der Standardunsicherheit und ihrer
Abgrenzung zur Messunsicherheit nicht eindeutig.

Die Komponenten in Kategorie B sind durch GroBen «; zu charakterisieren, die

als Ndherungen der entsprechenden Varianzen angesehen werden kénnen. Die
Komponenten in Kategorie B kénnen nicht aufgrund einer statistischen Analyse
berechnet werden. Vielmehr flieBen hier messtechnisch oder wissenschaftlich
fundierte Kenntnisse bzw. Erfahrungen iiber den Messprozess ein. Uber das Ein-
schitzen der Variationsbereiche von nicht bekannten systematischen Abwei-
chungen einschlieBlich des Schitzens ihrer zugrunde liegenden Wahrscheinlich-
keitsverteilungen (z. B. Rechteck- und Dreiecks-Verteilung (Abschnitt 2.4))
konnen dann Varianzen bzw. Standardabweichungen nach der Formel (10) ab-
geleitet werden. Auf dieses zum Teil komplexe Berechnungsverfahren kann hier
nicht im Einzelnen eingegangen werden; es sei auf die entsprechende Fachlite-
ratur verwiesen /DIN 13005/, /Heister 2001/, /Sommer und Siebert 2004/. Die
GroBen »; werden wie Varianzen und die GroBen », wie Standardabweichungen

behandelt, obwohl die theoretischen statistischen Voraussetzungen nicht unbe-
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dingt gegeben sind. In der Kategorie B wird der Versuch unternommen, vor-
nehmlich nicht erfasste systematische Messabweichungen genauigkeitsmafig zu
bewerten oder wenigstens abzuschitzen, um sie in der Messunsicherheitsanalyse
zu beriicksichtigen.

Im zweiten Schritt ist das Modell der Auswertung aufzustellen. Die Messgrof3e
Y stellt sich als Funktion der Eingangsgrof3en X, dar:
Y:f(XI:XZ:"'oX) . (21)

n

In der Modellfunktion der Gleichung (21) sollen alle Gréen und Korrektionen
enthalten sein, die einen signifikanten Beitrag zur Messunsicherheit liefern kon-
nen.

Durch Anwendung des Kovarianzfortpflanzungsgesetzes (Abschnitt 2.8) auf die
Modellfunktion (21) wird im dritten Schritt mit den nach der Kategorie A oder B
berechneten Varianzen bzw. Standardabweichungen die kombinierte Messunsi-
cherheit », berechnet. Die Einzelkomponenten der nicht erfassten systemati-

schen Messabweichungen werden also hier auch quadratisch zusammengefasst.
Die frither iibliche lineare Addition der maximalen systematischen Teilunsicher-
heiten (,,worst case®) ergibt Gesamtunsicherheiten, die zwar ,,auf der sicheren
Seite* liegen, aber mit zunehmender Anzahl der in die Abschitzung eingehen-
den Komponenten zu einer Uberschitzung fithren und damit keine realistische
Abschétzung mehr darstellen /Schmidt, M. 2003/.

Nach dem GUM wird als Messunsicherheit ein dem Messergebnis zugeordne-
ter Parameter bezeichnet, der die Streuung der Werte kennzeichnet, die verniinf-
tigerweise der Messgrof3e zugeordnet werden konnte /DIN 13005/.

In besonderen Fillen, z. B. in industriellen Bereichen und in Bereichen, wo die
Beziehung zu Toleranzen herzustellen ist, wird die erweiterte Messunsicher-
heit U verwendet. Sie ergibt sich aus der kombinierten Messunsicherheit u,

durch Multiplikation mit dem Erweiterungsfaktor . Es ist

U=k-u, . (22)

Haufig wird dabei k = 2 gewéhlt, was zu einem Intervall U fiihrt. Bei normal-
verteilten Messungen entspricht die mit dem Faktor £ = 2 berechnete erweiterte
Messunsicherheit einem Vertrauensbereich von 95,4 % Sicherheitswahrschein-
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lichkeit. Fiir den Faktor k = 1 betrégt die Sicherheitswahrscheinlichkeit 68,3 %
und fiir den Faktor k = 3 entsprechend 99,7 %.

Ein vollstiindiges Messergebnis sollte geméd3 GUM in der Form

Y=yzxU (23)

angegeben werden. Zusétzlich ist in jedem Fall die Angabe des gewihlten Er-
weiterungsfaktors & erforderlich, wie z. B. bei einer Bestimmung des Abstan-
des d zweier Punkte:

Die erweiterte Messunsicherheit nach GUM betragt:
d=(17,282+0,002) m (k=2).

Auf der Basis aller vorliegenden Informationen liegt der Wert der gemessenen
GrofBe mit der durch den Erweiterungsfaktor k festgelegten Wahrscheinlichkeit
im bezeichneten Intervall. Aus der konsequenten Anwendung des Standard-
GUM-Verfahrens erhdlt man zwangsléufig ein Messunsicherheitsbudget, und
dieses liefert alle erforderlichen Informationen zur Bewertung und Verbesserung
des analysierten Messprozesses.

Ein Beispiel aus dem Bereich der Elektrotechnik, das der Literaturstelle
/Schmidt, M. 2003/ entnommen wird, illustriert die prinzipielle Vorgehensweise
bei der Berechnung der Messunsicherheit:

Es soll die Stromstirke I als Spannungsabfall an einem Messwiderstand R
gemessen werden.

Die zu bestimmende Stromstérke / betrégt ca. 10 A und der eingesetzte Messwi-
derstand hat einen Wert von ca. R = 0,01 Q; die Raumtemperatur wird angege-
ben mit (23 £3) °C.

Aus 12 Einzelmessungen der Spannung U wird als arithmetisches Mittel U =
100,03 mV erhalten. Nach den Formeln (4) und (6) ergibt sich eine Standardab-
weichung eines Einzelwertes zu s, =9,9-10" V.

Die Varianz des Mittelwertes betragt

52 =%-1o'° V und die

x1
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relative Varianz (vgl. Abschnitt 2.8)

=8,2-10° .

. 8,2-107"
(le )2 = O, 12

Das Datenblatt des Digitalvoltmeters weist fiir den Messbereich 200 m}V und fur
den Temperaturbereich /0 °C ... 35 °C die Fehlergrenze +(0,025 % der Mess-
grofe + 0,01 % des Messbereiches) aus. Bei einer Messgrof3e von /00 mV und
einem Messbereich von 200 mV ergibt sich fiir das Beispiel eine Fehlergrenze
von 0,045 %. Unter Annahme einer Rechteckverteilung (sieche Abschnitt 2.4.3)
wird diese Fehlergrenze in eine relative Varianz umgerechnet:

(s.,) =4’TSZ.108 =6,75-10° .

Der Messwiderstand hat einen Wert von R = 0,010018 2 bei 10 A und einer
Temperatur von 23 °C. Im Datenblatt wird die relative Messunsicherheit des
Widerstandes angegeben mit 6-107*, k =2. Wegen k = 2 betrédgt die relative Stan-
dardabweichung 3-10* und die relative Varianz

(s..) =9-10°%.

Der relative Temperaturkoeffizient des Messwiderstandes wird angegeben mit
5-10°/K zwischen 15 °C ... 25 °C. Wieder unter Annahme einer Rechteckver-

teilung ergibt sich flir den vorhandenen Temperaturbereich von £3 K direkt die
relative Varianz

(s.,) =§-(3-5)2 107 =0,75-10% .

Nach dem Ohmschen Gesetz wird die Stromstérke / als Messergebnis berechnet:

U 0,10003

== =—"""__-9085A .
R 0,010018

Die relative Varianz dieses Messergebnissen ergibt sich als arithmetische Sum-
me (vgl. Abschnitt 2.8):
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() =(s) #(si2) (i) +(ss0)

(s,) =(8,2+6,75+9+0,75)-10* .

y

Die relative Standardabweichung bzw. relative kombinierte Messunsicherheit ist
dann

s,=4,97-10", k=1 .

Das vollstindige Messergebnis mit der erweiterten Messunsicherheit lautet

Der gemessene elektrische Strom hat einen Wert von
(9,985+£9,9x10°)A (k=2).

Weitere praktische Beispiele, aus denen die Genauigkeitsanalyse nach dem
GUM verstidndlicher wird, sind in /DIN 13005/, /Heister 2001/, /Lang 2001/,
/Schmidt, M. 2003/ zu finden.

4 Zusammenfassung und Ausblick

Besonders bei der Zusammenarbeit unterschiedlicher Fachdisziplinen an einem
Projekt sind fundierte Kenntnisse {iber die Hintergriinde bei der Angabe und In-
terpretation von GenauigkeitsmalBBen wichtig. In diesem Beitrag wurde versucht,
einige Hintergriinde und Voraussetzungen fiir die Bestimmung von Genauig-
keitsmaBen aufzuzeigen, um Fehlinterpretationen zu vermeiden. Es stellt ein be-
sonderes Problem in der Messtechnik dar, systematische Messabweichungen im
Messprozess zu erkennen, zu bestimmen, richtig einzuschitzen und letztlich
nicht erfasste systematische Messabweichungen im Genauigkeitsmal} zutreffend
zu beriicksichtigen. Einen Ansatz dazu liefert das Bewertungskonzept des GUM
bei der Ermittlung der Messunsicherheit. Auch wenn die theoretischen Grundla-
gen bei diesem Konzept nicht immer gegeben sind, sollte doch der Nutzen des
GUM erkannt werden. Auf Grundlage des GUM koénnen verschiedene Fachdis-
ziplinen ein einheitliches Verfahren bei der Ermittlung von GenauigkeitsmaB3en
anwenden. Es bleibt zu hoffen, dass das Bewertungskonzept des GUM eine
breitere Anwendung in der Praxis findet und in Genauigkeitsfragen eine Schnitt-
stelle zu den verschiedenen Fachdisziplinen entsteht.
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