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Kapitel 1
Zeitreihen

Die Diskretisierung des Kontinuums

Einfihrung

Im Allgemeinen gehen wir davon aus, dass Verinderungen unserer
makroskopischen Umwelt kontinuierlich ablaufen. Messtechnisch lasst sich
das zum Beispiel fiir die Aenderungen der Lufttemperatur an Hand der tra-
‘ditionellen Thermographen veranschaulichen: Die gemessene Temperatur als
Funktion der Zeit wird kontinuierlich mit einer Tintenfeder auf eine sich
langsam drehende Trommel aufgezeichnet. Das Resultat ist eine ohne Un-
terbruch durchgezogene Kurve. Obwohl eine solche Kurve eine vollstindige
Wiedergabe der beobachteten Temperatur darstellt; lasst sie keine weitere
mathematische Bearbeitung zu. Dafir miissen die Messungen als Zahlen-
werte zu diskreten Zeitpunkten Vorhegen Eine Folge solcher diskreter Mess-
.werte nennt man eine Zeitreihe oder ein diskretes Signal. Bei der elektronis-
chen Datenerfassung werden die Analogsignale (z. Bsp. eine kontinuierliche -
Spannungsanderung am Ausgang eines Messgerates) durch Digitalisierung in
digitale Signale umgewandelt. Ein Beispiel hiervon sind die digitalen Seis-
mogramme, welche die durch ein Exdbeben oder eine Sprengung verursachte
Bodenbewegung darstellen.

Zusatzlich zu den diskreten Beobachtungen kontinuierlicher Prozesse als
Funktion der Zeit gibt es aber auch Zeitreihen, die einfach aus dem Zihlen
diskreter Erelgnlsse entstehen. Beispiele solcher Zeitreihen sind die zelthche_
Abfolge von Erdbeben in einem bestimmten Gebiet oder die Anzahl Autos
die zu unterschiedlichen Zeiten eine gegebene Strasse befahren. -

Mit ‘der Entwicklung des Computers, der mit grosser Geschwmdlo"kelt

‘riesige Zahlenmengen verarbeiten kann, hat sich aus der Mathematik des
Kontinuums eine Mathématik des Dlskreten entwickelt. Die Zeitrethen-
analyse befasst sich mit den mathematischen Methoden zur quantitativen
Erfassung und Interpretation der Elgenschaften dlskreter Daten.




'Einige Definitionen
Abtastperiode und Abtastrate

Bei der praktischen Verarbeitung von diskreten Messwerten stellt sich das
Problem, eine kontinuierliche Zeitfunktion z(t) zu diskreten Zeiten t; zu be-
trachten. Die durch die Abtastung (englisch: sampling) entstandene Folge
von Zahlen (Stutzwefrte Engl. samples) nennt man Zeitreihe (Engl. fime
serzes) :

Beispiel: {z;} = :z:o, T, Tg, T3, Tq, L5, Te, - L= —23,-4,-19,-7,5,9,...

Die zeitliche Differenz zwischen zwel aufeinenderfolgende Stiitzwerte Aty =
tr11 — U heisst ‘Abtastintervall oder Abtastperiode (Engl. sampling period
oder sampling interval). Wenn die Abtastung zu dquidistanten Zeitpunkten
vorgenommen wird, dann ist das Abtastintervall At = At eine konstante
Crésse. Oft wird das Abtastintervall auch nur mit A oder mit T bezeichnet.
Folgende Schreibweisen sind je nach verwendeter Notatmn als aqulvalent zZu

~ betrachten:
{xk} = z; = z(k) = z(kT) = z(kA) = z(kAt) = :L'(t)]t_km

Der diskrete Tndex wird im Folgenden auch mit n oder 1 statt k bezeichnet.

Die Abtastrate, Abtastfrequenz oder Digitalisierfrequenz (Engl. sampling
rate, sampling fréquency oder digitizing frequency) ist die reziproke Abtast-
periode: f, = 1/At. Es ist intuitiv schon klar, dass eine kleine Abtastperiode
oder grosse Abtastrate eine feinere Wiedergabe eines gegebenen kontinuier-
lichen Signals erlaubt, dies aber auf Kosten einer grosseren Datenmenge und
entsprechendem Verarbeitungsaufwand geht. Tatsichlich zeigt es sich, dass
. eine zu kleine Abtastrate nicht nur eine ungeniigende Aufldsung zur Folge
hat, sondern dass sie auch eine nicht riickgangig zu machende Verfilschung
des digitalen Signals bewirkt. Somit stellt sich die grundsatzliche Frage nach
einem Kriterium fiir die minimal notwendige Abtastrate fiir ein gegebenes
Signal. Die Antwort ist durch das sogenannte Abtasttheorem gegeben, welches
wir im Anschluss an eine Einfithrung in die'Fourier Analyse behandeln wer-

den.

Mittelwert eines Signals
‘ 1 v. N

Der Mittelwert wird auch oft als oﬁset bezelchnet.

Energie eines Signals




Mittlere Leistung : .

— 2
P=3 2N+1n_E_Nl zl-

Im Englischen wird die Leistung als power bezeichnet.

Klassifizierung von Zeitreihen

Im Folgenden sollen d1skrete Slgna,le nach ihren Elgenschaften Klassifiziert
werden. :

Einseitige und zwelseltxge Signale: wir unterscheiden,

- e cinseitig in die Zukuntt (na,ch rechts) Zp =0 fiir n < o
e cinseitig in die Vergangenheit (nach links): z, = 0 fir n > /9
e zweiseitige Signale ' '

e Signale endlicher Linge: z, = 0 fiir n < o und fiir n > f8
Kausale und élichtkausale Signale: wir unterscheiden,

e kausal: z,, = 0 firn <0
e nicht-kausal: einige oder alle z, # 0 firn <0
o anti-kausal oder streng nicht-kausal: Tn = 0furn>0

(Man stelle sich vor, der Index n = ( entspricht der Ankunftszelt des
Signals.)

Stabile und nichtstabile Signale: es bestehen zwei unterschiedliche Kri-
terien fur die Deﬁnition von Stabilitat: '
1. absolut sumrmerba,r Z |ea| < o0
2. endliche Energie: 3°%° _|z,|? < oo
Wie man aus . ]x]z < [E |z|]? sieht, ist die Definition 1. restriktiver
als 2. : ' ' : ‘

!Eine Uebersetzung und Kurzfassung aus Robinson, E. A., Durrani, T. S., und Pear-
don; L. G.: Geophysical Signal Procéssz'ng.- Prentice Hall International, London, 1986.




Beispiel: eine Folge, die nicht absolut summierbar ist, aber endliche
Energie aufweist: '

Ty =

1 /n n>0
0 n <0
> 1/n| = oo,
S i/nP = 2?/6 < co.
n=1 ;
Energie- oder Leistungssignale: wir unterscheiden,
o Energiesignal (die totale Energie ist endlich):
E=>|z,|* < oo

o Leistungssignal (die iber alle n gemittelte Leistung ist endlich):

1 n=+N :
0< hm Sy Z_: |22 < 00

Ein Energiesignal hat null Leistung und ein Leistungssignal hat un-
endliche Energie. Ausserdem gibt es Signale die weder das eine noch
das andere sind.

Periodische und nichtperiodische Signale: wir unterscheiden,

e Periodisch: es gibt eine ganze Zahl P 50 dass {xn} = {L,4p} fir
allen. -

e Nichtperiodisch: wenn oblge Bedmgung nicht erfillt 1st
Deterministische und stochastische Slgnale. wir unterscheiden,

e Deterministisch: wenn schon vor dem Auftreten des Signals keine
Unsicherheit iiber die Form des Signals besteht; d.h. wenn zumin-
dest im Prinzip eine mathematische Relation existiert, Welche das
~ Signal fiir alle Zeiten beschreibt,

o Stochastisch: wenn auch nach der Beobachtung von vergangenen
Werten des Signals, eine Unsicherheit iiber sein zukiinftiges Ver-
halten besteht; in diesem Fall werden zur Beschreibung des Signals
statistische Kriterien verwendet. '

Die Unterscheidung zwischen deterministisch und stochastisch ist nicht
unbedingt naturgegeben, sondern ist abhangig von der Modellierbarkeit
eines Phinomens, d.h. ist ein Merkmal unserer Kenntnisse iiber das

Signal.




Einige elementare diskrete Signale
Der diskrete §-Impuls

Als ein diskretes Einheitssignal kann man die diskrete 6-Funktion oder Ein-

heitsimpuls auffassen: .
5 1 k=0
10 kE£0

In der Praxis ist es zweckmassig, den Einheitsimpulses so zu definieren, dass
seine Amplitude (Hohe) gleich der reziproken Abtastperiode ist: .

s _[1/At k=0
S k#0
Letztere Deﬁm’mon bew1rkt dass die Flache unter dem diskreten Emhe1t31m-
puls
At Z 6 =1
k==—o00 -
ist, was aqmvalent zum Integral iber den §-Impuls im Kontmuum ist.. Im
Kontinuum ist der §-Impuls auch als Dirac-Impuls bekannt (s. spater). Im

Gegensatz zum kontinuierlichen Fall gibt es aber im Diskreten keine theo- .
retischen Schmerlgkelten bei der Definition des - Impulses.

4

Die diskrete Sprungfunktion
Die diskrete Sprungfunktion, die oft entweder mit ug oder Ay bezeichnet wird,
ist wie folgt definiert: _ . L
o 1 >0
EY0 k<0

Die Entsprechende Funktion im Kontinuum wird auch als H, eaviside Funktion
bezeichnet.

" Beziehung zwischen §-Impuls und SprUngfﬁnktion

Aus der in der elementaren Analysis iiblichen Definition der Ableitung einer
Funktion ist sofort ersichtlich, dass die diskrete Ableitung als ein Differen-
zenquotlent angendhert werden kann: =

de(t) @k — Tpoy
dt At
Angewéndet auf die Sprungfunktion sehen wir, dass der 5—anuls die diskrete
Ableitung der Sprungfunktion ist: .

Uk — Uk—1




- Demzufolge kann die Sprungfunktion als Integral des 6-Impulses betrachtet
werden, was ih Diskreten zu einer Summe fiihrt:

LN
=At Y, 6,0

n=—00

Deterministische und Stochastische Prozesse

Stochastische Prozesse konnen als zufallige Zeitfunktionen aufgefasst werden.
Die Anzahl Anrufe an einer Telephonzentrale pro Zeiteinheit kann als ein
solcher Prozess betrachtet werden.

Ein stochastischer Prozess kann aber auch als eine Schar von Zufaﬂsgrossen,
die von der Zeit ¢ abhdngen, betrachtet werden.

Diese Betrachtungsweise erlaubt eine einfache Definition chhtlger Begriffe
wie Stationaritdt und Ergodizitdt.

In dieser Vorlesung werden wir einen stochastischen Prozess £(t) als eine
Schar von reellen Zufallsgréssen, die von der Zeit t € T abhéangen, betra-
chten. Dabei ist T eine geordnete Menge (z.B. die Zeitachse). Die Schar ist -
so zu verstehen, dass fiir jedes feste ¢; € T, £(;) eine gewonliche Zufallsgrosse
- darstellt. Wenn ¢ die Menge T durchlduft, entsteht eine Realisierung des
stochastischen Prozesses £(t). '

Intuitiv wird der Unterschied zwischen einer deterministischen und
~ einer stochastischen Betrachtungswmse anhand des folgenden Beispiels

verstandlich.

Beispiel: Betrachten wir den freien Fall eines Kdrpers im Raum. Die
Gesetze der Mechanik erlauben, falls die Anfangsbedingungen und der
Wert von g exakt bekannt sind, die Trajektorie zu bestimmen. Das
heisst, falls die Ursachen bekannt sind (hier : Anfangsbedingungen und
der Wert von g), dann kénnen die Effekte (hier: Trajektorie) bestimmt
werden. '

Eine sorgfiltigere Analyse des Problems zeigt aber, dass im Falle, wo
wir auf eine extrem genaue Bestimmung der Trajektorie angewiesen
sind, unserer Kenntnis Grenzen gesetzt sind. Diese Grenzen kommen
einerseits aus den Anfangsbedingungen und aus dem Wert von g, welche
fehlerbehaftet sind und aus den Einfliissen der Luftreibung und den
aerodynamischen Kraften, die im allgememen nur begrenzt bekannt
sind. :
Unter diesen Umsta,nden ist die Tragektome des Korpers nicht exakt
berechenbar und das oben betrachtete deterministische Modell kann
grundsitzlich nur Hinweise zur “exakten” Trajektorie Lefern.
Unvorhergesehene Umstande kénnen sogar dazu fithren, dass wieder-
holte Versuche verschiedene Trajektorien als Resultat haben. Eine
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sorgféltige Analyse der Resultate zeigt im allgemeinen eine gewisse
statistische Regelmassigkeit in dem Sinne, dass eine nach gewissen Kri-
terien noch zu definierende mittlere Trajektorie die Tendenz zeigt, mit
steigender Anzahl von Versuchen, sich zu stabilisieren.

Aus diesem Bieispiel konnen wir jetzt folgende intuitive Definition eines
stochastischen Prozesses betrachten:

Ein stochastischer Prozess ist ein Phanomen, dessen zeitliche Entwick-
lung durch die Komplexitat der zugrundeliegenden Gesetze und durch
die Unwagbarkeit verschiedener Faktoren nicht exakt, sondern nur in-
nerhalb gewisser Grenzen bestimmt werden kann. '

Abbﬂdung 1.1 zeigt zwei Beispiele von stochastlschen Zeitreihen: Weisses
Rauschen, white noise, das aus einer Folge von reinen Zufallszahlen besteht,
und eine Messreihe des Grundwasserspiegels bei. Maienfeld. Wahrend das
weisse Rauschen sich durch maximale Regellosigkeit auszeichnet, sieht man
in der Zeitreihe des Grundwasserspiegels Anzeichen einer periodischen Kom-
ponente. ‘Die Bedeutung des Attributes weiss im weissen Rauschen, wird
im Zusammenhang mit der Fourier Analyse klar. Weisses Rauschen hat
in der Theorie der stochastischen Zeitreihen die gleiche Rolle wie der Ein-
heitsimpuls in der Theorie der deterministischen Signale. Die Untersuchung
stochastischer Prozesse erfolgt mit Methoden der Wahrscheinlichkeitstheorie,
der Statistik und der mathematischen Systemtheorie.

Ueber den Begriff von Noise

Bei Noise (eine Storung oder das Unerklirliche) werden wir in Zukunft je
nach Problem folgendes zu verstehen haben: jeder kausale oder zufallige
Einfluss, der nicht modelliert worden ist, oder nicht modelliert werden kann,
bei welchem keine zusétzliche Informatlon gewonnen werden kann, der nicht
reproduzierbar ist, u.s.w.

In Zusammenhang mit unserer Vorlesung werden wir das Wort Noise ver-
wenden als allgemeiner Begriff fir:

Messfehler,

C " | numerische Fehler,

NOISE { Auswirkungen, die nicht modelliert worden sind,
Auswirkungen, die nicht modellierbar sind,
nicht reproduzierbare Stérungen.




Weisses Rauschen -
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Figur 1.1: Zwei Beispiele stochastischer Zeitreihen: Weisses Rauschen (oben)-
und eine Messreihe der Monatsmittel des Grundwasserspiegels bei Maienfeld
(unten). ’




Kapitel 2

Diskrete Systeme

Einleitung

In der Zeltrelhenanalyse, bzw. dlgltalen S1gna1a,na1yse geht es hiufig darum,
Prozesse zu untersuchen, die eine Zeitreihe z, in eine zweite Zeitreihe y,
verwandeln. Dabei kann es sowohl darum gehen, aus den beobachteten -
oder angenommenen Zeitreihen «,, und y, auf den unbekannten Prozess zu
schliessen als auch die Wirkung eines bekannten Prozesses zu simulieren, um
die Eigenschaften der Zeitreihe z, oder y, zu untersuchen. Solche Prozesse
werden in der Analyse von Zeitreithen und digitalen Signalen als diskrete
Syteme bezeichnet. v
Als Beispiel aus der Seismologie kénnen sowohl der Ausbreitungsweg in
der Erde als auch jedes Aufzeichnungsgerat ganz allgemein als Systeme betra-
chtet werden, welche in einer bestimmten Art die Form der beobachteten Sig- -
nale bedingen. Eines der Hauptaufgaben der digitalen Signalverarbeitung ist
dann die rechnerische Korrektur der dadurch bedingten Verzerrungen sowie
die Unterdriickung von unerwiinschten Eigenschaften im beobachteten Sig-
nal. :

l Einerseits geht es also darum, physikalische Systeme durch rechnerische
Systeme zu simulieren, und andererseits darum, rechnerische Systeme zu
entwickeln mit denen ein gegebenes Eingangssignal T, in ein Ausgangssignal
y, mit gewiinschten Eigenschaften verwandelt werden kann. Die Wirkung

eines solchen Systems wird symbolisch oft wie folgt dargestellt:

:I’.’I’I. yn~

Ein einfaches aber auch typisches Beispiel sei die folgende Aufgabe.
Gegeben ist ein langperiodisches Signal, welches durch ein zweites kurzperi-
odisches Signal {iberlagert ist. Indem wir die’ kurzperiodischen Signalanteile
unterdriicken, wollen wir nun dieses Eingangssignal z, in ein geglattetes
Ausgangssignal ¥y, verwandeln. Ein mdgliches Vorgehen ist die Berechnung




e,

eines gleitenden Mittelwertes (Engl. moving average)® iiber drei benachbarte

Punkte: N N ] )
Ty + Tt + Tne
Yn = - 2 = =T + TTp-1 T 5Tn-2

3 3 3 3
Beispiel: sei 2, = {1,3,-2,5,3, —4,-1,4,1,-5,2, ...}, dann ist

1y, = {0.33, 1.33,'0‘.67, 9,2,1.33,—0.67: — 0.33,1.33,0,—0.67, ... };
wobei wir hier angenommen haben, dass z, =0 fir n < 0.

Definieren wir nun eine Zahlenfolge

ho = {ho, b, ha} = {1/3,1/3,1/3}

~ dann kénnen wir obige Rechenvorschrift auch wie folgt ausdriicken:

. R ,
Yp = hoTn + h1no1 + haTp2 = > hnTnom.
m=0

Man sagt dann, dass yn das Resultat der diskreten Konvoluﬁon von h, und
¢, ist. Die Konvolution wird auch als Faltung bezeichnet und kompakt wie
folgt geschrieben:
' YUp = Py * Tp.

Betrachten wir nun den Fall des Einheitsimpulses als Eingangssignal:
z, = b,. Aus der Eigenschaft des Einheitsimpulses folgt dann -

yn:hn%én:hn

,ﬁnd h,, wird als die Impulsantwort des Systems bezeichnet. Tn obigem Beispiel

ist der Glattungsoperator ein sogenanntes lineares verschiebungsinvariantes
System und die Zahlenfolge {1/3,1/3,1/3} ist die entsprechende Impulsant-
wort. Wie wir im Folgenden zeigen werden, lasst sich dieses Beispiel zu der
Aussage verallgemeinern

Das Ausgangssignal y, eines linearen verschiebungsinvarianten Systems als
Folge eines beliebigen Eingangssignals x, ist das Resultat der Faltung von z,,
mit der Impulsantwort b, des Systems: yn = By * Ty '

Einige Definitionen

Im- Folgenden wollen wir den soeben beschriebenen Sachverhalt formal
begriinden. Ein diskretes Systemi ist eine Relation, welche ein diskretes Ein-
ganssignal {z,} in ein diskretes Ausgangssignal {y, } iberfihrt:

INicht zu verwechseln mit running average!
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Einfachheitshalber schreiben wir im Folgenden jeweils nur z, und y,. Ob
damit die gesamte Zahlenfolge oder ein einziges Element gemeint ist, ergibt
sich meistens aus dem Zusammenhang. Die Zahlenfolge x, bzw. y, wird
auch als Zeitreihe (Engl. time series) bezeichnet, was aber mit einer formalen
Reihe nichts zu tun hat.

Ist das Eingangssignal der Einheitsimpuls z, = &,, dann bezeichnet man
yn = h, als die Impulsantwort des Systems:

6, — hy,.
Diskrete Systeme konnen nach folgenden Kriterien klassifiziert werden:

Linearitat Emn System (Operator oder Filter) wird als linear bezeichnet
wenn es folgende Bedingung erfillt: -
Wenn z, — yn und ¢, — 7y, dann muss

ar,; + 6@7). — QYy, + ,Brna

wobei o und A beliebige (im Aﬂgemeinen komplexe) Konstanten sind.
Alle anderen Syteme werden als nichtlinear bezeichnet.
Die Bedingung der Linearitat besagt folgendes:
Sei
= f(z) und r = f(q)

dann ist die Funktion f linear wenn
floz + Bg) = af(z) + Bf(g) = ay + Br

Die Linearitt ist eine besonders chhtlge Eldenschaft weil sie es er- .
laubt eine oft komplizierte Beziehung als Ueberlagerung (. Superposz—
tion) von einfacheren Beziehungen auszudriicken.

Beispiel 1: Zeigen Sie durch anwenden obiger Definition, dass die
Funktion f(z) = mz linear ist.

Sei
y = mz und r = mgq
dann ist
oz + Bg) = m(az + g) = amz + fmg
und

ay + Br = amz + fmg
Somit ist die Funktion f(z) = mz linear.

11
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Beispiel 2: Ist die Funktion f(z) = 2* linear?

Sei }
y =22 und r = ¢*
dann ist
flaz + Bg) = (az + Bq)’ = o’2? 4+ 20z g + 54
und A
ay + pr = az?® + B4
Somit, ist ' ’

flaz+Bg) #ay+Pr |
“und die Funktion f(z) = 2? ist, wie erwartet, nicht linear.
Beispiel 3: Ist die Funktion |

flz) = /o:o m(t)e_‘;’;“’tdt

linear? (Diese Funktion ist das Fourier Intégral)

Sei - _ ‘ < '

y= / ze?“'dtund r = / ge Vi dt
) —00 -0

dann ist » : _
f(az + Bg) = / (o + Bg)e 7 dt = f owe™ di + / Bgedt
und . |
ay+pr = a/xé"j“’tdﬂ—ﬂ/qe‘j""tdt = /a:zﬁefj:“’tdt—l—/‘ Bge ¥ dt
Somit ist (wie wahrscheinlich nicht erwartet) das Fourier Integral
eine lineare Operation.

Frage: Ist die allgemeine Form der Geradengleichung y = mz + n eine

lineare Beziehung?

Invarianz gegeniiber Verschiebung Ein System wird als verschiebungs-
invariant (Englisch: shift-invariant) oder, falls der Index n die Zeit
darstellt, als® zeit-invariant bezeichnet, wenn die Beziehung zwischen
Ein- und Ausgang unabhingig von n ist, d.h. wenn aus z, — Yn,
x'-n_k > Yn—k folgt » '

Kausalitidt Ein System wird als kausal bezeichnet, wenn der Ausgang y,
" zum Zeitpunkt n nur von gegenwirtigen und allenfalls vergangenen
Eingangswerten ,, T, 1, n_2, . - . und moglicherweise von den fritheren

12




Ausgangswerten ¥, _1, Yn—2, Yn—3, - - - abhéngt. Falls y, durch einé Rela- -
tion gegeben ist, welche auch spa,tere (zukinftige) Werte 3 mitein-
bezieht, dann W1rd das System als nichtkausal oder akausal bezeich-
net. Physikalisch ist natiirlich nur ersteres realisierbar. Rechnerisch
hingegen kann man auch nichtkausale Systeme realisieren, wie folgen-
des Beispiel zeigt.

Beispiel: Der oben schon eingefiihrte Gléittungsoperator mit drei
Koeffizienten (gleitender Mittelwert) kann auch wie folgh als
akausales System deﬁmert werden:

L L
Yn = 3 =Tnf = =(Tng1 + Tn + Tn-1).
=3 3
In diesem Fall ist der Ausgangswert eine Linearkombination vom
gegenwirtigen Eingangswert mit einem vergangenen und einem
zuktnftigen Elnva,ngsvvert Um dieses System kausal zu machen,
gentigt es den Ausgang um einen Wert zu verzogern:

‘ 1 '
y,n = Z —Ep—k — é‘(xn + Tp—1 + xn—2)~

Stabilitat Ein System wird als stabil bezeichnet, wenn ein beschranktes
Eingangssignal auch ein beschrinktes Ausgangssignal zur Folge hat.
Insbesondere ist die Impulsantwort eines stabilen Systems eine
‘beschrinkte Zeitrethe. Analog zur Definition der Stabilitat von
diskreten Signalen, gibt es auch fiir diskrete Systeme zwei unter-
schiedliche Stabilitétskriterien, bzw. Definitionen von Beschranktheit:

1. Ein System ist stabil wenn die Imnpulsantwort absolut summierbar
1st: :
oo .
Z |hn| < Cy < 0
2. Ein System ist stabil wenn die Impulsantwort endliche Energie
aufwelst: -
3 Jhal? < 0 < 0.

n=—00

Diskrete Konvolution |
Eines der Hauptprobleme der dlgltalen Slgnalverarbeltung ist” die Bestim-

mung ‘des Ausgangssignal eines Systems als Folge eines beliebigen Ein-
O‘ano"smgna,ls Im Falle von linearen und verschiebungsinvarianten Systemen'
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lasst sich das Superpositionsprinzip anwenden, wobei der Ausgang als Ueber-
lagerung der Antworten des Systems auf einzelne elementare Eingangssignale
dargestellt wird. Die entsprechende Operation ist die Konvolution oder Fal-
tung. ' » .

Das Einheitssignal ist der diskrete Einheitsimpuls 6, und der
entsprechende Ausgang des Systems ist die Impulsantwort h,. Wir wollen
die Wirkung des Systems durch einen Pfeil symbolisieren und schreiben
somit 6, — h,. Da das System verschiebungsinvariant ist, gilt auch.
6. — hn_j. Wir suchen nun einen Ausdruck, der ein beliebiges Fin-
gangssignal z,, in ein entsprechendes Ausgangssignal y,, iberfihrt: z, — ¥

Wir konnen jede beliebige Zeitreihe als Summe von skalierten und ver-
schobenen Einheitsimpulsen darstellen:

Ty = Z TpOn—k-

k=—0c0
Hier ist nur fiir k = der Summana #£0, so dass sich fiir jeden Wert von n
die’summe auf ein einziges Element reduziert und wir die Identitat z, = z,
" haben. Diese scheinbar komplizierte Darstellung eines banalen Resultates

wird uns gleich recht nitzlich sein.
. Aus der Eigenschaft der Linearitat unseres Systems folgt erstens,

33;,5 —k xkhn—k

und zweitens,
[eed

S Tpbpk — Y Thake

k=—o0 k=—o00 o
Auf der linken Seite dieser Korrespondenz steht also ein beliebiges Ein-
ganssignal z,,. Somit entspricht die rechte Seite dem gesuchten Ausgangssig-
nal y, mit der Beziehung z,, — y,. Der Ausdruck

oC

Yn = 3 Thhp-k = Tn* by

= — 00

wird als diskrete Konvolution oder Faltung bezeichnet.

Dies besagt, dass der Ausgang y, eines linearen und verschiebungsinvari-
anten Systems als Folge eines beliebigen Einganssignals z, die Faltung dieses
Einganssignals mit der Impulsantwort des Systems ist. v

Elﬁgenschaften der Kenvelutién

Ersetzt man m = n — k, dann erhalt man fiir die Konvolution:

oo .
Yn = Z hmxn——m - hn * Ty

m=-—0d

14



Die Konvolution ist also kommutativ.
Im Welteren ist die Konvolutlon auch distributiv,

(xn+qn)*h = 2 % By + G * P
und assoziativ,

(zn * rqn)' * hy = T * (G * hn) = T * @n * M.

Ausfithrung der Konvolution

Zur Veranschaulichung des praktlschen Vorgehens bei der Konvolut1on be-
trachten wir die zwel Folgen: -

mOy Ty, $2,$3, La,Ts

| und

h07 h]_, hz.

Die Konvolution ist dann,

Yn = Tn ¥ b, = Zxkhn—m

k=0
mit dem Resultat,

Yo = roho

y1 = Zohi+ z1ho

ys = ohy+ z1h1 + z2ho
ys = z1hy+ x2h1 + 23ho
ys = Tahg+ x3hy + z4ho
ys = &zhs + x4k + 2sho
ye = Tshy+ashy

yr = Zshg

Wie wir im Folgenden sehen werden, entspricht die Konvolution von zZwel
Zeitreihen einer Korrelation, bei der die Reihenfolge der zweiten Folge in-
vertiert wird. Im Allgemeinen wird das Resultat der Konvolution von zwei .
endlich langen Folgen mit N bzw. M Elementen die Linge N + M — 1
haben. Mit N > M wird in der Praxis jedoch y, meistens auf die Lange
N beschrankt. Wegen der endlichen Linge der zwei Folgen, erstreckt sich
tatsichlich fiir ein bestimmtes y, die Summe iber k jeweils vom grosseren
der zwei Werte n — (M — 1) und 0 bis zum Kleineren der zwei Werte n und
- N —1. Das heisst, dass fiir die ersten und letzten M —1 Werte des Qutputs
- die Summe nicht uber die volle Lange M der kiirzeren Folge geht. Sind %,
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die Impulsantwort eines Filters der Linge M und z, die N Abtastwerte eines
gegebenen Signals, dann entsprechen die ersten M — 1 Werte des Ausgangs
der Einschwingzeit des Filters. » :

Die diskrete Konvolution kann auch in Matn*(—Schrelbwelse als lineares
Pioblem formuliert werden. Die Zahlenfolgen A, z, und y,, kénnen auch als
Vektoren betrachtet werden und dann kann man eine Matrix H bilden, so
dass die Faltung als Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor dargestellt
werden kann. Fiir das oblge Beispiel sieht das wie folgt aus:

Yo h 0 0 O O O Zo
11 hy ho 0 0 0 0 1
Y2 | hz -'hl ho 0 0 0 . E)
Ys _ 0 hy By ho 0 O T3
Ya 0 0 hy Rt ho O Ty
Ys 0 0 0 h hlr ho s

Hier haben wir die Lange von yn, wie oben ervvahnt auf N beschrankt In
- Kurzschreibweise kann man die Faltungsoperation also schreiben:

y = Hx.

Diese Art die Faltung auszufithren, erlaubt dann eine sehr effiziente For-
mulierung der spater zu besprechenden Dekonvolution im Zeitbereich als lin-
eares Inversionsproblem, zu dessen Losung uns eine Vielzahl von Methoden
aus der numerischen linearen Algebra zur Verfiigung stehen?.

Das Faltungsintegral

Im Kontinuum wird die Faltung’sinnvgem'a',ss als Integral formuliert:

o) = 7))+ (0 = [ (b= )

In dieser Form ist die Operation wesentlich schvsrieriger nachzuvollziehen als
im Diskreten. Eine anschauliche Darstellung findet sich aber im Buch von

Scherbaum?®.

2Gurrola, H., Baker, G-E., Minster, J. B. (1995). Simultaneous time- domam deconvo-
lution with apphcatlon to the computa,tlon of receiver functions. Geophys. J. Int., 120,
537-543.

O’Dowd, R. J. (1990). Ill-conditioning and pre-whitening in seismic deconvolution.
Geophys. J. Int., 101, 489-491.
- Oldenburg, D. W (1981) A comprehensive solution to the linear deconvolutlon prob-

lem. Geophys. J. R. astr. Soc., 65, 331-357. )

Sipkin, A. A., Lerner-Lam, A L (1992). Pulse-shape distortion introduced by broad-
band decomolutmn Bull. seism. Soc. Am., 82, 238-258.

3Gcherbaum, F. (1996). Of Poles a,Dd Zeros, Fundamentals of Digital Seismology.

Kluwer Academic Publishers, Fig. 2.4, p. 17.
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Kapitel 3

‘Die Fourier Transformation

Einleitung

Die Fourier Transformation ist immer noch eines der wichtigsten Instrumente
der Signalanalyse. Einerseits erlaubt sie es, Gesetzmassigkeiten eines Signals.
zu erkennen, die aus den Daten in ihrer urspringlichen Form als Funktion
z.Bsp. der Zeit oder des Raumes nicht direkt ersichtlich sind.” Andererseits
. lassen sich gewisse mathematische Probleme (z.Bsp. Differentialgleichung)
mittels Fourier Transformation einfacher und eleganter l6sen und gewisse
mathematische Operationen lassen sich mit deutlich geringerem Aufwand
ausfithren. ’ :

" Die Fourier Analyse beruht auf der Tatsache, dass sich eine mathe- .
matische Funktion oder ein beobachtetes Signal als eine Summe (Ueber-
lagerung) von harmonischen Schwingungen darstellen lasst. Eine harmonis-
che Schwingung h,,(¢) l4sst sich mathematisch ganz allgemein durch

h(t) = C,, cos(wt — ¢,,)

beschreiben. Sie ist eindeutig bestimmt durch ihre Amplitude C,,, durch ihre
Phase ¢, und durch ihre Kreisfrequenz w oder Frequenz f, wobei w = 27 f
ist. Unter Anwendung der Summationsformel fiir den Cosinus, erhalt man

h,(t) = Cylcos (wt) cos éw -+ sin @, sin(wt)].

C., cos ¢, und C,, sin ¢, kénnen wir fiir eine gegeben Schwingung der Kreis-
frequenz w als zwei Konstanten a,, und b, betrachten. Dann kann man die
allgemeine harmonische Schwingung k() auch als Linearkombination einer
Cosinus- und einer Sinus-Schwingung darstellen: '

ho(t) = a, cos(wt) + b, sin(wt).
Die zugehorige Phase ergibt sich dann einfach aus
' sin ¢, " by

tan ¢, = = —
7 C CoSdy Gy
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Da bekanntlich sin® ¢, + cos?¢, = 1 ist, erhalt man wieder die Amplitude

von h(t) als
C, =+/a2 + b2.

Wie man sich durch anwenden der obigen Summationsformel leicht vergewis-
sern kann, entspricht ¢, = 0 einer reinen Cosinus-Schwingung und ¢, =7/2
einer reinen Sinus-Schwingung. Man sagt, dass zwischen dem Sinus und dem
Cosinus eine Phasenverschiebung oder Phasendrehung von ¢ = 7/2 besteht.

Die nebenstehende Abbildung soll nun an einem Beispiel veran-

‘schaulichen, wie die Ueberlagerung von einzelnen harmonischen Schwingun-
gen ein Signal oder eine Funktion entstehen lasst, dessen Form weit entfernt
von einer harmonischen Schwingung zu sein scheint. Links oben ist das knapp
1 Sekunde lange, aus 32 diskreten Punkten bestehende Signal abgebildet.
Rechts oben ist das sogenannte Amplitudenspektrum, welches mittels der
diskreten Fourier Transformation aus dem Signal berechnet wurde. Es stellt °
die Amplitude C als Funktion der Frequenz f dar. ‘Fir die vollstandige
Beschreibung der Fourier Transformation fehlt noch die Darstellung der
Phase ¢ als Funktion der Frequenz. ,,

S_tattdeSsen sind unter dem Amplitudenspektrum die einzelnen harmonis-
chen Schwingungen mit den Frequenzen 1 bis 15 Hz dargestellt. Da die Dauner
jeder Schwingung knapp 1 Sekunde betrdgt, kann man durch abzahlen der
Maxima oder Minima die Frequenzangaben leicht verifizieren. Ausserdem
entsprechen die Amplitudenverhaltnisse zwischen den einzelnen Schwingun-
gen genau dem Verlauf des abgebildeten Amplitudenspektrums. Die Phase
als Funktion der Frequenz wirkt sich darin aus, dass jede einzelne Schwingung
an einem unterschiedlichen Punkt relativ zum jeweiligen ersten Maximum
oder Minimum anfingt. Im linken Teil der Abbildung ist das Resultat der
laufenden Aufsummierung der nebenstehenden harmonischen Schwingung
dargestellt. Mit jeder zusitzlichen Frequenz gleicht sich die Summe der
Schwingungen mehr und mehr dem urspringlichen Signal an. Da die Am-
plitude bei der Frequenz von 16 Hz in diesem Fall gleich 0 ist, ist die Ueber-
einstimmung mit dem gegebenen Signal schon bei 15 Hz perfekt. '

Mathematisch ausgedriickt haben wir nun das diskrete Signal ., (n =

0,...,31) als eine Summe - .

N-1 ot

T = };} Qg cos(zj\]:n) + by sin(zz\]:n)

erzeugt, webeiin diesem-Fall N.=16. Der Witz der Fourier Transformation
ist nun der, dass sie uns ermoglicht in eindeutiger Weise die Koeffizienten ay
und by aus den gegebenen Werten von z, zu berechnen. o

Vor der Behandlung der diskreten Fourier Transformation, die in der:
digitalen Signalverarbeitung Anwendung findet, ist es sinnvoll sich mit der
Theorie der Fourier Reihe und des Fourier, Integrals im Kontinuum vertraut
zu machen.

18




counts

counts/Hz

T T T T T T T o]
Y 2 4 .8 8 10 12 14 16
seconds Frequency [Hz]
a1

!
oo
i

| Figur 3.1: Beispiel einer Signalsynthese aus harmonischen Schwingungen.
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Die Fourier Reihe

Sei h(t) eine kontinuierliche Funktion von ¢, welche periodisch oder periodisch
fortgesetzt ist mit Periode T und fir 0 < ¢ < T stickweise stetig sowie von
begrenzter Schwankung ist . Dann ldsst sich A(t) als eine unendliche Reihe
von harmonischen Schwmgunﬁen mit diskreten Frequenzen darstellen:

= —22 Zakcos

Wie lassen sich nun die Koeffizienten ao, ar und b, (k=1,..., oo) in ein-
deutiger Weise aus der Funktion A(t) bestimmen? ~
Um die Notatlon zu vereinfachen, schreiben wir obige Gleichung fir h( )

wie folgt um:

k
27rkt b sin(27,} t)'

h(t) = —22 Z ay, cos( wnt) + b, sm(wnt)
=1

wobei wir 27k/T = w, mJt k = n gesetzt haben. Multiplizieren wir nun A(t)
mit cos(wmt), wobei wy, = 2rm/T, und integrieren wir von 0 bis T, dann
erhalten wir

/T - ag [T
/ h(t) cos(wnt)dt = 3 / cos(wnt)dt +
0 0
00 T .
Ean/. cos(wnt) cos(wmt)dt +
- n=1 0
Z. b, / sin{wpt) cos(wpt)dt.
0

Auf Grund der sogenannten Orthogonalitatsbeziehung der Sinus und Cosinus
Funktionen (durch Anwendung von elementaren trlgonometmschen Beziehun-
gen und einfachen Integrationsregeln zu beweisen) erhalten wir

aT (m_-n)

/OT h(t) cos(wmt)dt = { 0" (m#n)

Durch analoges Vorgehen_wie;oben aber mit sin(wy,t) an Stelle von cos{wp,t)

erhalten wir
(m =n)

| /OT‘h@ sin(wmt)dt :{ 0 (m#n)

" Da also nur die Terme mit m = n etwas zu den Integralen beitragen, konnen -
wir wieder m und n durch k ersetzen und mit wy = 27k /T erhalten wir die
gesuchten Beziehungen fir aj und by

2 2wkt

a =7 | h(t) cos(

,, 2rkt
)dt und b = T/ sm(———)dt
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'In komplexer Schreibweise lasst sich die Fourier Reihe auch wie folgt
schreiben:

. m ;
h(i)z Z ckéjziT}c_z,

| 1 T s 2Tkt
Cr = 'f/o h(t)e‘”%dt;

: Die komplexen Koeffizienten cj, ergeben sich aus den reellen Koeflizienten ay
und by durch’ Anwendung der Euler’schen Gleichungen fir Sinus und Cosinus:

— b ' 1
2 2
~ Kehrt man bei der Hverleitung der komplexen Darstellung die Zuordnung-
-~ der Koeffizienten um,

I — b |
PR h L L Y

2. R 2
dann erhilt man fiir k(%) eine Reihenentwicklung mit negativem Exponenten,

Aty = c;e'?gzrﬂ"ﬂ,
k=—o0
mit einem entsprechend modifizierten Ausdruck fiir'¢. Die Wahl zwischen
der einen oder anderen Formulierung ist absolut willkihrlich und hat lediglich
auf die Richtung der Phasendrehung einen Einfluss.
Betrachten wir noch einmal die erste Formulierung

v L 2wkt
} + by, sin( T )

2kt

k
T

- h(t) = 24 >~ a cos(
2 E=1
und bezeichnen die einzelnen Summanden dieser Reihenentwicklung mit hyg.

Aus der Beziehung - ,
T k
ay = %/0 h(#) cos(zgt)dt

sehen wir, dass - - '
a0 = 2 / " (bt

=T ®) ‘
und somit, dass der erste Term der Reihenentwicklung fiir ~(t) dem Mittel-
wert von h(t) entspricht: ' '

fzo(t) =2 R,

. ‘ 2
Fﬁrkzlist Z-t ot
7 .27
hi(t) = aq cos(—z-:) + b sm(—T—).
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Aus der Tatsache, dass 0. < t < T, folgt in diesem Fall, dass das Argument der
tngonometnschen Funktionen von 0 bis 27 geht. Somit entspricht der Term
hy(t) genau einer harmonischen Schwingung mit der Periode Ty = T, bzw.
der Frequenz f; = 1/T. In gleicher-Weise kann man zeigen, dass der Term
hy(t) genau zwei Schwingungen mit der Periode T'/2, bzw. der Frequenz 2/T
entspricht. Daraus folgt, dass die anfangs vorausgesetzte Periodizitat bzw.
die Grundperiode T sowohl die kleinste im Spektrum enthaltene Frequenz
f1, als auch den Abstand zwischen ZWGl benachbarten Spektralwerten also
die Aufldsung Af, bedingt: -'

fi=Af=fia—fi=1/T.

Wenn T gegen co geht, dann geht fy gegen 0 und A f geht in ein infinitesi-
males df iiber. Dies fithrt uns zwangslos auf das Fourier Integral.

Das Fourier Integral

- Definition

Lisst man die Periode T' gegen unendlich gehen, dann wird aus der Fourier
Reihe ein Integral iiber ein kontinuierliches Frequenzspektrum:
1

h(t) = — / H(w)e™ dw,

H.(w) = /_ o:o h(t)e'j”tdt.

Eine hinreichende und in der Praxis sehr brauchbare Bedingung fur die Ex-
istenz des kontinuierlichen Fourier Intedlals ist, dass die Funktion h(%) eine
endliche Energle autweist:

. /_°° Ih(£)Pdt < oo.

Die zwei Integrale fiir A(¢) und H(w) werden als kontinuierliche Fourier
Transformation bezeichnet: eine Funktion der Zeit (oder einer beliebigen
anderen Varlable z.Bsp. des Raumes) wird in eine Funktion der Frequenz
ibertragen und umgekehrt. Diese Beziehung wird oft durch die Korrespon-
denz h(t) « H(w) dargestellt. '

Wenn t die Zeit ist, dann ist in obiger Formulierung w = 27 f die Kre-
isfrequenz (Bogenmass/sekunden, engl. radians/s). Einfacher ist es, wenn
man direkt iiber die Frequenz f (Hz) integriert, weil dann der F aktor 1/27
vor dem’ Integral wegfallt. Dann lautet die Fourier-(Hin)Transformation,

FL) = () = [~ b)e e
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und die Rﬁcktrdnsformation,
FUHEN}Y =k = [ B,

Die Fourier Transférrrﬁerte H(f) ist im Allgemeinen eine komplexe
Grosse, welche aus der Summe eines Real- und eines Imaginérteils besteht:

H(f) = R{H(H)}+iIS{H()} = / h(t) cos(2 f1)dt—j / (1) sin(2r Fo)dt.

Also kann sie auch als ein Produkt des Betrages und des Argumentes_ ‘
dargestellt werden:

H(f) = [H(f)|e*D = |H(f)|[cos ¢(f Y+ sin ¢(F)].

Der Betrag (engl. modulus) wird als Amphtuden Spektrum (oder Amphtu—
dendichte) bezeichnet,

o H(I= \/%{H(f)}z FSTET,
und das Argument ist de}s Phasen-Spektrum,

= arctan '—“‘—S{H(f>}
) = arctan @Ay

In der Literatur findet man ebenso oft auch die Definition der Fourier
Transformation mit vertauschten Vorzeichen i Exponent. Wie im Zusam-
menhang mit der komplexen Darstellung der Fourier Reihe schon gesagt, sind -
beide Formulierungen absolut gleichwertig. Es ist einzig darauf zu achten,
dass sich dann auch in den Beziehungen, welche die Phase betreffen, andere

Vorzeichen ergeben. -

Wichtige Elgenschaften der FT |
Sei im Folgenden o () =F {h(t)} die Foumer Transformation von h(t) Dann

lassen sich durch Anwendung der Definition der Fourier Transformation, bzw.
ihrer Rucktransformatwn sehr einfach folgende Bemehungen beweisen: '

Reziprozitat

FLH(H)} = h(=1),

was bedeutet, dass h(—f) die Fourier Transformierte von H(t) ist. Ver-
wendet man d1e Kre1sfrequenz w anstelle von f, dann lautet letztere
Beziehung,

f{H(t)} = 27rh(—w).
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Linearitat

| F{eih(t) + ca9(0)} = et H(f) + &G(f)
Nullpunktverschiebung in der Zeit ‘

Fih(t+t0)} = ¢ ﬂme(f)

Nullpunktverschlebung in der Frequenz
F{et PRt h(t)} = H(f ~ fo)

Skalenanderung , ;
. o1
Fiblen)) = HL)
Ableitung
| F{K ()} = s2nfH(S)
" Integral

A / h(t)dt} = j—,;r—fH( f

Man beachte, dass wenn die FT mit positivem Vorzeichen im komplexen
Exponenten definiert ist (und- die Riicktransformation mit negativem Vorze-
1chen) dann bei der Nullpunktverschiebung, der Ableitung und dem Integral
das j zu einem —j wird (d1es sind eben Beziehungen, welche eine Phasenver—

schiebung verursachen)

Faltung Die Faltung (Engl. convolution) von zwei Funktlonen h(t) und g(t)

ist definiert als,
bt * () = [ ~ (gl = m)dr.
Es gilt dann die folgende Beziehung: o
F{nt) * g(t)} = H())G()-

Der Beweis dieses Satzes folgt aus der Definition der FT, durch Ver-
tauschen der Reihenfolge der Integration und Anwendung des Ver-
schiebungssatzes. Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:

F{(g)} = H() = G

Das heisst, die Fourier Transformation des Produktes von zwei Funk:
tionen der Zeit ist gleich der Faltung der einzelnen Fourier Trans-

formierten:

H(N)+G(f)= [ H(EG(f —o)de.
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Die Faltung ist eine der wichtigsten Operationen in der Signalverar-
beitung. Zum Beispiel, ergibt sich das Ausgangssignal eines Filters aus der
Faltung des Eingangssignals mit der Filterfunktion, und ein Seismogramm
kann als Faltung der Quellfunktion mit der Green’schen Funktion des Ueber-
tragungsmediums und mit der Impulsantwort des Seismometers dargestellt
werden. Was im Zeitbereich eine komplizierte und rechenintensive Opera-
tion ist, redugiert sich im Frequenzbereich auf eine einfache Multiplikation
der entsprechenden Spektren. Selbstverstandlich gilt auch die Umkehrung
des Faltungssatzes: einer Multiplikation im Zeitbereich ertspricht eine Fal—

* tung im Frequenzbereich. '

Symmetrie-Eigenschaften

Fine Funktion h(t) wird als gerade bezeichnet wenn h(—t) = h(t) und
" als ungerade wenn h(—t) = —h(t). Somit ist coswt eine gerade Funktion
und sin wt ungerade. Wenn h(t) reell ist, dann gilt H(—f) = H*(f) (* =
konjugiert komplex). Folgende Symmetme—Ewenschaften erleichtern oft die
Berechnung der Fourier Transformation:

h(t) ' _H(f)
gerade gerade
ungerade ungerade
reell und gerade |  reell und gerade
‘reell und ungerade | imagindr und ungerade
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T igur 3.2: Betrag des diskreten Fourier Spektrums einer reellen ‘diskreten
Funktion mit N = 16. Die leeren Kréise entsprechen den konjugiert kom-
plexen Werten der vollen Kreise. '

Die diskrete Fourier Transformation

Betrachten wir nun eine Funktion (in unserem Fall ein Signal als eine Funk-
tion der Zeit) dessen Werte x, nur iber ein beschrinktes Intervall T' und-
zu diskreten Zeitpunkten nAt gegeben sind (At ist das Abtastintervall und
n=0,...,N —1). Die Abtastrate ist dann f, = 1/At. Die Diskretisierung
der Integrale in der kontinuierlichen Fourier Transformation fithrt auf die
Teitdiskrete Fourier-Reihe, welche den Uebergang zwischen diskretem Signal
und diskretemn Spektrum darstellt: ‘

dt — At
i — Af= NlAi = %
H(f) — H(fr) =Xi
° 7 Nt -2xkn
H(f) = / h(t)e it — Xy = ALY @pe N
’ e - n=0
’ « ] Pty | i27kn
h(t) :’/ H(f)eﬂmrftdf —Z, = ]_V—lA—t ‘Xkeﬂ—%—.
e : k=0

Dabei ist N die Anzahl Punkte in der Zeitserie z,, und Af ist nicht die Ab-
tastrate f, sondern das Frequenzintervall zwischen zwei ‘benachbarten Fre-
quenzwerten im Spektrum.

Man beachte zwelerle:

e Die komplexe Folge {X}} ist periodisch mit der Periode NV.
o Fiir reelle Signale {z,} gilt X_, = X} fir (0 <k < N —1).

Aus diesen zwei Tatsachen folgt, dass es fiir reelle Signale auch nur XV, /2+1
unabhingige Spektralkoeffizienten gibt (siehe Abbildung 3.2). Die hochste
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im diskreten Spektrum enthaltene Frequenz folgt aus fi = k/ (N At) mit
k=N /2 und wird als Nyquist Frequenz, fay, bezeichnet: S

o N‘_ 15
Nus = ONAF 2AT 2°

Dies fuhrt zu einem der wichtigsten Ergebmsse der digitalen Signalanalyse: .
Die hochste in einem diskreten Signal enthaltene Frequenz ist gleich der hal-
ben Abtastrate. '
Wir sprechen in diesem Fall von einem Signal mit beschranktem Frequen-
zumfang (engl. band-limited signal). Wegen der Beschrinkung des Signals
sowohl in der Zeit als auch in der Frequenz, entspricht einer diskreten Zeit-
serie endlicher Lange auch ein diskretes Frequenzspektrum endlicher Large.

Normierung der DFT

In der Literatur wird die diskrete Fourier Transformation, DFT, oft ohne
" den Faktor At angegeben. Tatsichlich ist die DFT auch giiltig ohne diesen
Skalierungsfaktor, dieser ist aber unerlasslich falls es auf die richtigen Ein-
heiten ankommt. Nur dann entspricht X, dem kontinuierlichen Spektrum
und Hat |X,,| wirklich die Einbeit einer spektralen Amphtuden—Dmhte (z. Bsp
m/Hz). v

Beziehung zwischen diskreter Fourier Transformation,

Fourier Reihe und Fourier Integral )
Ausgehend von ‘der diskreten Fourier Transformation, welche auch als zeit-
diskrete Fourier Reihe bezeichnet wird, lasst man At gegen 0 gehen, dann
geht fn gegen oo und man erhalt die Foune‘rrRe:lhe (genauer, die zeitkon-
tinuierliche Fourier Reihe). Lasst man nun die Signallinge T' gegen oo gehen, '
dann geht Af gegen 0, bzw. gegen df, und man erhélt das Fourier- Integral
(oder genauer, das zeztkontmuzerlzche Fourier Integral).

Wie man s1ch leicht {iberlegen kann, kann man den Uebergang von der
diskreten Fourier Transformation zum Fourier Integral auch ber das soge-
nannte zeitdiskrete Fourier Integral ausfihren, indem man das endliche At
beibehalt aber die Signallinge gegen oo und somit das ‘endliche A f gegen
das infinitesimale df gehen lasst.

Wichtig ist' die Erkenntnis, dass die Diskretisierung der Zeit mit der
~ Abtastperiode At zu einer Beschrankung der maximalen Frequenz fra, =
faye = 1/(2At) fiihrt und dass die Begrenzung der Zeitdauer T' eine
Diskretisierung der Frequenz mit einer Aufldsung von Af =1/T" bedingt.
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Diskrete FT ! Fourier Reihe l Fourier Integral

| Auflésung At - Diskret (z,,) Kontinuierlich Kontinuierlich
- : At dt o dt
Auflosung Af Diskret‘(ck). Diskret (ck) ' Kontinuierlich
e 1 i
Signallange - “Endlich Endlich Unendlich

Periodizitit = N At | Periodizitit =T

Max. Frequenz Endlich Unendlich Unendlich
Fiyg = 2_2? '

'Die FFT

Die schnelle Fourier Transformation (engl. fast Fourier transform, FFT)
ist nicht eine weitere Transformation, sondern nur ein Algorithmus um
die diskrete Fourier Transformation mit relativ geringem Rechenaufwand
- durchzufiihren. Um die gewiinschte hohe Rechengeschwindigkeit zu erre-

ichen, arbeiten die meisten FFT Routinen mit einer Signallange von N = 2"
Punkten. Dabei wird das gegebene Signal mit Nullen bis zur nachsten Zweier-
potenz verlingert (zero padding). Dadurch wird der Informationsgehalt des
resultierenden Spektrums nicht erhoht. Das Spektrum wird zwar feiner abge-
tastet, aber die Erhohung der Aufldsung ist nur optisch. Insbesondere sind
die Amplitudenwerte des Spektrums nur von der Dauer des tatsichlich fiir
die Transformation ausgewahlten Signals abhangig und nicht von der Anzahl
angehangter Nullen.

Sei At das Abtastintervall, dann ist 1/A¢ die Abtastrate. Unabhingig
von der Signallange ist der Frequenzumfang der FFT nur von der Abtastrate
abhéngig und umfasst immer den Bereich von der Frequenz 0 bis zur Nyquist-
Frequenz, fyy, = 1/(2At). Bei einer Signallinge von NN = 2" diskreten Ab-
tastwerten besteht das Spektrum aus N/2+41 = 2"~'4-1 diskreten Spektralw-
erten. Das heisst, der Frequenzbereich zwischen 0 und der Nyquist-Frequenz
" ist in N/2 gleichlange Frequenzinterva,lle Af eingeteilt. Dabei gilt:

n—1 _ fNyq_ 1
Af= fNyq/Q ~ N/2 T NAt
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Man beachte, dass, sowohl hier als auch in der folgenden Tabelle, N die
Anzahl Datenpunkte nach Verlangerung mit Nullen bis zZur nachsten Zweier-
potenz ist! _ :

Wegen der Nichtexistenz des log 0 ist in einer logarithmischen Darstellung
der Frequenzachse die kleinste Frequenz gleich Af. Ausserdem ist der Bereich
tiefer Frequenzen stark gedehnt (geringe Punktdichte) wahrend der Bereich
hoher Frequenzen stark gedrangt ist (hohe Punktdichte). Das Spektrum kann
natiirlich auch als Funktion der Periode (1/ f) dargestellt werden, wobei dann
auch wieder die Nichtlinearitat der Skala beachtet werden muss.

" Fithrt man die FET fiir eine reelle Zeitserie durch, besteht das Resul-
tat der komplexen FFT aus Paaren von Cosinus- und Sinus—Termen, die
jeweils paarweise einem Frequenzwert entsprechen (Cosinus = reell, Sinus
= imaginar). Die Sinus— Terme zur Frequenz 0 und zur Nyquist— Frequenz
sind immer gleich 0, so dass zur Speicherplatz- Optimierung oft der Cosinus—
"~ Term der Nqust—Frequenz an Stelle des Sinus—Terms der Frequenz 0 abge-
- speichert wird.
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Die FFT in MATLAB

Die FFT einer Zeitreihe z,,, die N Werte lang ist, wird in MATLAB mit dem
. Befehl £t (x,M) ausgefihrt. Wenn M < N ist, dann wird die Zeitreihe
gekiirzt, wenn M > N ist, dann werden entsprechend viele 0 angehangt.
Ohne Angabe von M, also mit £fft(x), wird die FFT mit N Werten aus- .
gefithrt. Weder N noch M miissen einer Zweierpotenz entsprechen, aber fur
den Rechenaufwand ist es von Vorteil: Im ungiinstigsten Fall wird aus der
FFT eine langsame DFT. Sei im Folgenden M = N, dann ist’

N-1 '
- ffe(x,N) = Z :r,ne_le\;;

. n=0

Wird ein Spektrum mit korrekten Einheiten gewinscht, muss das Resultat
noch mit der Lange des Abtastintervalls At multipliziert werden.
Mit Delta = At ist dann :
: N-1 .
X = Delta * ££t(x,N) = At 3 g e %" = X,
) n=0

" Der komplexe Vektor X hat N Werte. Zur Darstellung des vollstandigen
Spektrums von der Frequenz 0 bis zur Nyquist-Frequenz geniigen aber die
ersten N/2 + 1 Werte. Mit der Abtastrate f;, sel Fnyq = Fyyg = fs/2 =
1/(2At) die Nyquist Frequenz und Nf = NV /2 4 1 die Anzahl Frequenzwerte
von 0 bis Fyy,, dann kann man zur Darstellung des Resultates der FFT den
Vektor mit den entsprechenden Frequenzwerten wie folgt erstellen:

‘ f = '1inspa£:e(_0,Fnyq,Nf);
oder mit de@ Frequenzintervall df = Af = 1/(IVAZ),
f = 0:4f:Fnyq; |
Das Amplitudenspektrum kann man dann dé,rstellen mit
plot (£,abs(X(1:N£))) ’)

Die inverse FFT wird mit if£t (X) ausgefiihrt, wobei

N-1

’ . 1 - 2wkn
y = i) = = 3 Xpet
N k=0

Das Resultat y ist ein komplexer Vektor und die urspringliche reelle Zeitreihe
¢, erhdlt man mit x = real(y), oder mit x = real(y) / Delta, falls X
korrekt mit A# normiert worden ist. Falls X das Resultat von X = fft (x,M)
und M # N war, ist die Linge von z, als Resultat von ifft (X) nun aber
gleich M statt N. ' ' -
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Figur 3.3: Die Rechteckfunktion und - der Realteil ihrer Fourier-
Transformierten. Da die so definierte Rechteckfunktion eine reelle und gerade
Funktion ist, verschwindet der Imaginérteil der FT fiir alle Frequenzen und
somit stellt der Realteil die vollstindige Transformierte dar.

Beispiele
FT einer Rechteckfunktion

Fine Rechteckfunktion der Hohe 1 und der Breite T = 27 sei wie folgt

definiert: vh»t ) . lt\|<q—:T/2
()—{o t|>r=T/2

Die Fourier Transformation ist dann:

H(w) = f © h(t)eitdt = " ey,

und da h reell und gerade ist folgt,

SIn W7

B T : 1
H(w) ':“/ coswtdt = —sinwt|T =2

—r w w

Durch Multiplikation mit 7/7 und mit den Substitutionen 7 = T/2 und
w = 27 f erhalt man das Ergebnis in Form einer sogenannten sinc-Funktion:

' o sin(eTf) e
H(f)—T——-—————ﬂTf = Tsinc(xT f).

Unter Anwendung der Regel von L’Hospital erhalt man auch den Wert far

f=0: .
_ TSiIl(ﬂ'Tf) _ limTﬂ—T cos(nT'f) _

T.
T f 7=0 7l

H(0) = lim
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Beachte, dass H(0) gleich der Flache des Rechteckes (also gleich dem Integral
der Funktion) ist. Dies ist eine allgemeine Eigenschaft der FT!
Die Nulldurchgénge von H(f) befinden sich bei den Werten

T fn=nm, |n|=12,3,...
woraus folgt
fn = 'T'

Mit n = 1 sieht man, dass je schmaler (zeitlich kiirzer) das Rechteck ist, desto
breiter (frequenzmassig unschirfer) ist das Spektrum. ‘Dies ist ein Beispiel
der allgemein giiltigen Unschérferelation der Fourier Transformation.

Statt die Hohe des Rechteckes dle1ch 1 zu setzen soll sie im Folgenden

gleich 1/27 sein:
L <7
— 27
M”“{o > 7

0 -1 '
n/h@&—%;—L

-0

~ Dann ist die Fliche:

Die Fourier Transformierte ist dann:

H(w) =

Lassen wir 7 gegen 0 gehen, so dass der Impuls immer schmaler und hoher
wird, dann erhalten wir fir alle w: :

sin '’

SlD. wT

=1.

hm H(w) =

7—+0 wT .

Der Grenzwert 7 — 0 in obiger Definition von h(t) fithrt genau anf die
Definition des Dirac Delta Impulses (Delta-Funktion, Dirac-Stoss):

=1 % 120
mit dér Eigenéchaft, 5
| Lm&ﬂﬁ:l.
Somit erhiilt man fir die Fourier Transformation des Delta-Impulses:
'/quﬂ%ﬁ:L

Beachte, mit g(7) = 777 hat diese Beziehung fiir die Fourier Transfor-
mation des Delta-Impulses die Form:

[ 80— r)g(r)dr = g(0)

Dies ist eine allgemeine Eigenschaft der é-Funktion, welche auch als Defini-
tion verwendet wird.
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- Figur 3.4: Eine zeitlich beschrankte Cosinus-Funktion und der Realteil ihrer

Fourier-Transformierten. Da die so definierte harmonisché Schwingung eine
reelle und gerade Funktion ist, verschwindet der Imaginarteil der FT fiir alle
Frequenzen und somit stellt der Realteﬂ die vollstandlge Transformierte dar.

FT einér harmonischen Schwingung

Das Fourler Integral einer unendhch langen harmonischen Schwingung ex-
istiert nicht, da die Energie eines solchen Signals nicht endlich ist. Da sie
aber peI‘lOdISCh ist, kann man sie natiirlich in eine Fourier Reihe zerlegen
und erhélt zu der gegebenen Frequenz den entsprechenden Spektralwert.
In der Praxis wendet man auch fiir solche Signale mit nicht endlicher En-
ergie die Fourier Transformation an, indem man sich ein mehr oder weniger
Wﬂlkuhrhches Segment davon herausschneldet Im Folgenden wollen wir die
Fourier Transformation eines in dieser Art kiinstlich beschrankten Signals
untersuchen. :

Sei h(t) ein Cosinus—Signal mit der Amplitude A und der Periode Ty,
bzw. mit der Eigenfrequenz fo = 1/T,. Das betrachtete Zeitintervall T
erstrecke sich iiber M Perioden, so dass T = MT,. Um die Symmetrie- .
Eigenschaft der FT im Falle einer geraden Funktion ausniitzen zu konnen,
definieren wir das betrachtete Zeitintervall, so dass —MTo J2 <t < MIy / 2.
Mit wo = 27 fo = 27/ Tp gilt:

, Acos(wet) [t < 8B = %075
h(t) = | |
| 0 [t] > 4o = Mz

wo
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Die Fourier Transformation ist dann:
00 M= o
Hw) = / R(t)e ¥ dt = 2-/ ° Acos(wet)e e,
oo )
und da h reell und gerade st folgt,
' Mz
H(w)=2 / “ A cos(wot) cos(wt)dt
_ 0 ,

" Die Losung des Integralé 18t: |

[ Asinf(wo — w)i] Asinf(wo +w)t] | |5
H(w)fZ{ 2(wo — w) * 2(wp + w) }

0

Asin[(wo — w)M“] Asinf(wo + w)%ﬂ ”
(wo — w) (wo +w) '

Wiederum mit T = M Ty und mit wy = 27 fo = 27/Tp gilt

AMTO {sin[ﬁMTov(fo — ] . sin[zMTIo(fo + f)]} |
aMTo(fo— f) WMTo(fo-l-f) )

H(w) =

H(f)=

Das Spektrum besteht also aus einer Summe von zwei sinc-Funktionen, die
je an den Werten = f zentriert sind.
Untersuchen wir nun den Betrag des Spektrums an der Stelle fg

AMT, Sl].'l[’/'i'MTg(fo—f)]‘~ sm[27rM]
B TMTo(fo—F) | 2aM }

1A () = fmy

Der erste Summa,nd ist, wie wir 1m vorigen Beispiel gesehen haben, glelch 1
~ und der zweite Summand verschwindet fiir alle ganzzahligen M. Der Betrag
- des Spektrums einer einzelnen harmonischen Schwingung der Amplitude A
ist also proportmnal zur Lange 7' des betrachteten Zeitintervalls:
AMT, A

_ 2 2 L

Statt der intuitiv erwarteten diskreten Spektralwerte bei den Frequen-
zen +fo (bzw. +wo) erhalten wir ein Spektrum, welches der Faltung dieser
diskreten Spektralwerte mit der sinc-Function entspricht. Diese Faltung im
Spektralbereich folgt auch aus der Tatsache, dass wir die zeitliche Begren-
zung des Signals durch eine Multlpllkatlon der Cosinus-Funktion mit einer
Rechteck-Funktion im Zeitbereich erhalten haben. Die Breite des. Haupt-
maximums, die sich aus dem ersten Nulldurchgang ergibt, ist eine Funktion
der Lange des betrachteten Teitfensters. Wenn M >> 1 dann kann man in
erster Naherung den Beitrag von H(—f) auf das Verhalten von H (+ f)in

'Hfo! =
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der Nahe von + fo vernachlassigen. Die Nullste]len von H(f) ergeben sich
dann aus,

7T (fo — fu) =nm, |n|= 1,2,37...

oder
f 0 f n — ?’L/ T
und fiir die Halbbreite des Hauptmaximums
! - fll = 1/T.

Die allgemein giiltige Folgerung daraus ist, je langer das Zeitfenster, also je
mehr Daten zur Verfiigung stehen, desto genauer kann der Spektralgehalt
eines S1gnals aufgelost werden.
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" Das Abtasttheorem

" Nun sind wir in der Lage eine formale Antwort auf die grundsatzliche Frage

zu geben, was ist die minimdle Abtastrate, um eine gegebene kontinuierliche -

Funktion vollstindig und unverfilscht zu diskretisieren? )
Wir definieren zuerst die verallgemeinerte Funktion 6(¢) (Deltafunktion,

Dira,c¥Stoss‘): S )
[0, firt#0
\5(75)_{00, firt =0

so dass

] T s(6)dt = 1.

— 00

Diese “Funktion” besitst folgende Figenschaft: '
+oo
/ 2(T)6(t — 7)dr = z(1).

Das heisst, dass die Faltung einer Funktion z(7) mit dem &-Impuls eine

Qelektion des Wertes von z an der Stelle 7 =1 bewirkt. »
Formal fithren wir nun die Abtastung durch, indem wir z(t) mit einer

Folge von Deltafunktionen 6(t) multiplizieren: ‘

z(t) = zx(t) = +z°:° az(t)éy(t — kA,

k=—o0

wobei At hier die Abtastperiode darstellt.

Wie miissen wit nun beim Diskretisierungsprozess vorgehen, um sicher zu
sein, dass wesentliche Merkmale dieser Funktion nicht verloren gehen?

In den Jahren 1948-1949 verdffentlichte C.E. Shannon Arbeiten, mit de-
nen er die Informationstheorie begriindete. In diesen Arbeiten formulierte
er das sogenannte Abtasttheorem (in der hier verwendete Notation) wie

folgt:

.... Let z(t) contain no frequencies over fNyq; then:

o= sin T (2fnygt — k)
:l}(t)—— Z Lk W(ZfNyqt—k) ’

k=—o00

where \ L :
Tp =1 ) = z(kAL).
| = o) = a{k)
' Obwohl einige Mathematiker dieses Theorem schon vor Shannon exakt for-
mulierten und auf Probleme der Nachrichtentechnik anwendeten, wird es
heute gewdhnlich als “Shannon’s Abtasttheorem” bezeichnet. Dieses Theo-

rem sagt, dass man eine beliebige Funktion z(t), die sich aus einer diskreten
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Figur 3.5: Graphlsche Darstellung des auf Shannons Abtasttheorem basieren-
den Interpolationsformalismus. (Aus: A Pictorial Dlgltal Atlas, Bendix
United Geophysical Corporation, 1966)
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Anzahl Frequenzen von 0 bis fyy, zusammensetzt, durch die obige Reihe
darstellen kann. Umgekehrt wiederum besteht eine beliebige Funktion f(¢),
die durch die obige Reihe dargestellt wird, nur aus Frequenzen von 0 bis fayg-
Tn der Formulierung von Shannon Liefert das Abtasttheorem auch einen For-
malismus, der es erlaubt, eine diskrete Funktion beliebig fein zu interpolieren
(siehe Abbildung 3.5). '

Wir kénnen das Abtasttheorem auch folgendermassen formulieren: Die
Abtastung mit der Periode At ist nur dann sinnvoll, wenn die zu
diskretisierende Funktion keine Energie bei den Frequenzen f > 1/ (2At)
enthalt. Die halbe Abtastfrequenz wird Nyquist-Frequenz genannt:

o - fs 1
TNyquist = fNgg = 5 = AL

Auf Englisch wird letztere auch folding frequency genanut, weil Frequenzen
grosser als fiy, auf kleinere Frequenzen zuriickgefaltet werden: f = figg+y
wird 20 f, = fagq — y (dies hat aber nichts mit dem oben definierten Fal-
tungsintegral zu tun!) (siche Abbildung 3.6). Dieser Effekt wird mit dem
~englischen Wort Aliasing bezeichnet und f, ist die Alias Frequenz von f
(Alias heisst Doppelname). Mit anderen Worten, zu hohe Frequenzen wer-
den bei ungeniigender Abtastrate durch die Analog/Digital Wandlung als '
falsche tieferfrequente Signalanteile wiedergegeben. Daten, welche durch
Aliasing verfalscht wurden, sind unbrauchbar! Um Aliasing zu vermeiden,
- muss entweder mit einer geniigend hohen Frequenz abgetastet werden, oder

~ mit_einem Tiefpass-Filter (Anti-Alias Filter) vor der A/D Wandlung dafiir.
gesorgt werden, dass keine Frequenzen hoher als fuy, im Signal vorhan- -
den sind. Aliasing ist ein allgemeines Phénomen diskreter Daten und kann
sowohl bei Zeitserien, wie Seismogramme oder Temperaturmessungen, als
auch bei raumlichen Daten, wie iiber ein Gebiet verteilte Schweremessungen
oder Seismometer-Arrays, auftreten. Letzteres wird im Englischen als spatial
aliasing bezeichnet.
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Figur 3. 6 Schematische Darstellung des Aliasing Phanomens Gegeben sei
eine harmonische. Schwingung mit einer Frequenz von f = 417 Hz, welche "
- mit 500 Hz abgetastet wurde (fnyquist = 250H z). Das Ergebnis ist, dass die
© f =250 4+ 167 = 417 Hz auf f, = 250 — 167 =83 Hz zuriickgefaltet werden.
(Aus A Pictorial Digital Atlas Bendix United Geophysmal Corporation,
1966) ,



Kapitel 4

Das Leistungsspektrum

Enei‘gier und Leistungsspektrum

Eine wichtige Beziehung swischen einer Funktion und ihrer Fourier Trans-
formierten ist der Energieerhalt’ungssatz (Theorem von Parseval):

[ wore= [ a@re.

Betrachtet man |h(t)]? als ein Mass der momentanen Leistung, dann erglbt
das Integral itber die Zeit die Energie. Folglich wird die Grésse |H(f)|* =
R(F)?+S(f)? als spektrale Energiedichte bezeichnet, dessen Integral tiber alle:
Frequenzen wiederum gleich der Energie ist. Wenn z.Bsp. die Funktion A(t)
eine Verschlebung mit Einheit m ist, dann hat |H(f)* die Einheit m?/Hz?
= m?s/Hz, namlich Leistung mal Zelt pro Frequenz.
~ Wenn H(f) die Fourier Transformierte von h(t) ist, dann ist also das
Quadrat des Amplitudenspektrums |H (f)[? die spektrale Energledlchte Fir
 ein zeitlich begrenztes Signal der Dauer T ergibt sich dann das Leistungsspek-
truin oder genauer ausgedriickt die spektrale Lelstungsdlchte P(f) (power
spectral density) aus

P(f) = HlH

Dieses direkt dus der Fourier Transformation ermittelte Leistungsspektrum
ist als Periodogramm bekannt. :

Das diskrete Leistungsspektrum

In Analogie zum kontinuierlichen Fall bezeichnet man das Betragsquadrat
der DFT | X |? als spektrale Energiedichte (dies folgt daraus, dass z2 als die .
Leistung des Signals betrachtet wird, und wenn z.Bsp. [z,] = m ist, dann ist
[22] = m* und [|X}|?] = m®/Hz? = m®s/Hz, was einer Energie pro Frequenz

1
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entspricht):
2

| Xe)? = AthejTV

Dann ergibt sich der Energleerhaltungssatz (Theorem wvon Purseval) im

Diskreten Fall wie folgt'
1 N—-1-

ALY fol = AfEIXkl = war 2 Xl

n=0
‘Da die Leistung als Energie pro Ze1temhe1t definiert ist, erhalten wir die

spektrale Lelstungsdlchte P(fi), (engl. power spectral den31ty, PSD) aus
der spektralen Energle(hchte mittels Division durch die Zeit:

2
1 At
P(fy) = NAL ‘=

So normiert hat das Leistungsspektrum P( fk) die korrekten Einheiten von

Leistung pro Frequenz (z.Bsp. m?/Hz).
FEine andere oft verwendete Normierung des Leistungsspektrums lautet:
2.

N- 1

!

' 1 N _s2nkn
P'(fi) = v Zowne °w
oder anders geschrieben:
1 At - 2mkn ?
_j2mkn

Daraus sieht man, dass P’(fx) einer spektralen Leistungsdichte pro Zeitein- -
heit entspricht, mit einer Dimension der Leistung. Bei einem komplexen Sig-
nal hat diese Normierung den Vorteil, dass die so gewonnenen Koeflizienten
genau der Leistung der jeweiligen harmonischen Schwingung entsprechen. Im -
Gegensatz zum Fall der Amplituden- und Leistungsdichte, ist ausserdem der
Betrag von P'(f;) unabhingig von der Dauer des analysierten Zeitfensters,
was in der Praxis von Vorteil ist, wenn Leistungsspektren von verschieden
langen Signalen miteinander verglichen werden sollen.

Wenn man beide Seiten der Parseval’schen Beziehung durch die Sig-
nallange NAt dividiert, erhalt man eine Bez1ehung fur die mittlere Lelstung,

1N1 2, 1‘ N— . N—1
W 2 ! J\/"Lfyt)"zlfl "NAtZP(f‘)“‘ZP'f’“

Fiir eine Zeitreihe deren Mittelwert 0 ist, stellt der linke Term dieser Gle-
ichung die Varianz dar. In diesem Faﬂ ist somit die Summe des Leis-
tungsspektrums iiber alle Frequenzen gleich der Varianz von z,:

;Z:: P'(fr)= Var(:pn).
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Das Leistungsspektrum in MATLAB

Das gebréuch]iéhste Verfahren das Leistungsspektrum einer Zeitreihe zu
berechnen, beruht auf der diskreten Fouriér Transformation und wird
als Periodogramm bezeichnet. Da in der Literatur und Praxis sehr oft
die verschiedenen Normierungsarten des Leistungsspektrums unterschiedlich
definiert sind, ist es wichtig, sich bei der Anwendung von gegebenen
Computer-Routinen zu vergewissern, dass das Resultat den Erwartungen
entsprechend normiert ist. )

Tn MATLAB kann das Leistungsspektrum am einfachsten mit der Funktion
psd berechnet werden. Beispiel fir eine Zeitreihe im Vektor x mit Abtastrate
- fs und Anzahl Werte N: '

~w = boxcar(N); % Rechteck-Fenster
[pd,ff] = psd(x,N,fs,w, ‘none’);

Der Betrag des Leistungsspektrums befindet sich im Vektor pd und die
Frequenzwerte als Abszisse fiir den Plot im Vektor ££. Beide haben die Lange
N/2 + 1. Der Parameter ’none’ bedeutet, dass der Mittelwert und Trend
- von der Zeitreihe nicht abgezogen wird. '-

Das Leistungsspektrum kann natirlich auch direkt aus der F FT berech-
" net werden: T '

X = abs(fft(x,N));

nf = N/2 + 1;

ps = X(1:nf) .* X{1:nf);.

Es zeigt sich, dass das Verhaltnis ps / pd gleich N ist. Da fiir ps gilt
| N-1 s 2mkn ?

> g

n=0

" ist offensichtlich das Resultat der Funktion psd wie folgt normiert:

ps =

Um das Leistungsspektrum gemass der Definition der spekiralen Leis-
tungsdichte, P(fi), zu erhalten, muss also das Resultat der Funktion psd mit
dem Abtastintervall At multipliziert oder durch die Abtastrate f, dividiert
werdén. Um einen Wert des Leistungsspektrums zu erhalten, der unabhingig
von der Lange des analysierten Zeitfensters ist, P'(fi), muss hingegen das
Resultat von psd mit 1/N multipliziert werden: '

Unter Anwendung des Theorems von Parseval gilt somit fir eine Zeitreihe,
deren Mittelwert 0 ist, mean(pd) = var(x). ,

" Wird eine andere Fensterfunktion w als das Rechteckfenster verwendet,
spricht man von einem modifiziertem Periodogramm, denn dies hat eine
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Auswirkung sowohl auf die Auflésung des Leistungsspektrums als auch auf
den Betrag. Um die Auswirkung auf den Betrag riickgéngig zu machen und
die Unabhingigkeit von der Dauer des Zeitfensters zu bewahren, muss: das
Resultat der Funktion psd, statt mit 1 /N, mit folgendem Normierungsfaktor
multipliziert werden:. '

(norm(w))?/ (sun(w))® = > lwa2/ w,)?
. n ' n=1"

;1

Dass dieser Faktor auch fiir das Rechteckfenster gilt, lasst sich leicht zeigen:

Rechteckfenster: w, =1,(n =1,...,N)

N N’
; Jonl* (22 w,)* = N/N* = 1/N.

43



Kapi‘tel‘ 5
Korrelation

Kreuzkovarianz und Korrelation

" In der Praxis stellt smh oft das Problem, die Aehnlichkeit zwischen zwei Sig-
nalen oder die Verschiebung zwischen zwei Signalen, bei der die Aehnlichkeit
maximal ist, zu bestimmen. Oder es stellt sich die Frage nach der moglichen
Abhanglgkelt zwischen zwei Zeitrethen. In diesem Zusammenhang sind die
Begriffe der Kovarianz und Korrelation von grosser Wichtigkeit.

Kovarianz

Die Kreuzkovamanzfunktmn sweier kontinuierlicher reeller Funktlonen (1)
. und y(t) ist wie folgt deﬁnlert

Ry () = Jim 57 / fe(t + ) — TN (#) — T,

Hier sind T und 7 die entsprechenden Mittelwerte

- 1 T
o) = Jim = [ (),
und analog fiir 7. Wir wollen im folgendeﬁ davon ausgehen, dass die Mittel-
- werte Null sind oder von unseren Signalen abgezogen worden sind.
Im Fall diskreter Signale lautet dann die Definition fir die diskrete
Kreuzkovarianzfunktion
n=+N

Die Grosse 7 bzw. der Index k werden als Verschiebung oder lag zwischen
den zwei Signalen z und y bezeichnet. Auch von im Prinzip unendlich lan-
gen stochastischen Signalen stehen uns in der Praxis natiirlich nur Signal-
abschnitte endlicher Linge zur Verfiigung (z,, Yn;n = 0,..., N — 1), wobei

44



angenommen wird, dass die Signale firn < 0 und n > N — 1'Null sind. Wir
sprechen dann von einer Schatzung fir die Kreuzkovarianz:

1 N-1-k . - - .
Roy(-B) =5 X sy (F=N-1,.000)
v . n=0 '
‘ : 1 N-1—-k
Roy(k) = Erirtn, (E=0,...,N—1)
n=0 :

Oft wird dver Normierungsfaktor 1/N weggelassen. Die Rechenprozedur sieht
dann wie folgt aus: ' \ :

Rey(—N +1)

l

ToYN—1

' ny(—lj_ = 2oy +Z1Y2t ... T INL2YN-1
Zoyo+ T1y1 + ... F fEN—l?JN-l
Z1Yo + Toy1 + - + IN_1YN-2°
Rzy(z) = ZaYo+ 173?/1(‘{‘ -e- T IN_1YN-3

gbdj{ gbd
==
0

j?xy(N_ 1) = zn-1%
Stellt man sich die Zeitreihen z und y untereinander geschrieben vor, dann
wird das Signal y jeweils um k Stiitzwerte nach links (k < 0) oder nach
rechts (k> 0) verschoben und die entsprechenden Werte von z und y werden
miteinander multipliziert und aufaddiert.

Tn der folgenden Abbildung wird das Resultat gezeigt fir die zwei Folgen

2, =0,0,0,1,4,1,0,—2,0,0

und |
yn = 0,0,4,2,1,0,0,0,0,0 .

mit der Kovarianz

&,, =0,0,0,0,0,0,0,0,1,6,13,18,2, —4,-8,0,0,0,0.
Das Maximum der Kreuzkovarianzfunktion wird bei einer Verschiebung Lag
von k = 2 Stiitzwerten erreicht. Das entspricht dem Versatz zwischen der
Maxima von z und y und gibt somit an, wo die grésstmogliche Ueberein-
stimmung zwischen den zwei Signalen herrscht. (Man beachte aber, dass in
diesem Beispiel die Mittelwerte der zwei Zeitreihen, im Gegensatz zur oben
* gegebenen Definition der Kovarianz, nicht Null sind.) v

Das genau gleiche Resultat erhdlt man, wenn man die Reihenfolge der
zwei Signale vertauscht und dann das untere Signal relativ zum oberen nach
links verschiebt. Daraus ergibt sich das allgemeine Resultat

ny(k) = Rym’(‘—.k)'
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Figur 5.1: Diskrete Kovarianzfunktion R, (k) der Signale z(n) und y(n).

Korrelat icn

Die Kreuzkovarianzfunktion oder Kovarianzfunktion wird auch oft als
Kreuzkorrelation oder einfach Korrelation bezeichnet. Streng genommen
sollten die letzten zwei Bezeichnungen der durch die Varianzen normierten
‘Kreuzkovarianzfunktion vorbehalten sein. Fiir eine kontinuierliche Funktion

ist die Varianz definiert als

\ 1 T
Var{:c(t)} =ol= hm 0 o | [ (t) — z)Adt.

. Wiederum unter der Annahme, dass der Mittelwert Null ist, erhalten wir fur

die Varianz eines diskreten Signals

Var(z,) = o2 = lim -

oder fiir eine Schitzung der Varianz aus Signalausschnitten endlicher Lange

1N1

Var(z,) = o’ ——Zx.

n:O
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Die normierte Kreuzkorrelatlon auch Korrelationskoeffizient genannt ist

dann L

0 (t) = B

ﬁar(x)Var(y) .

Der Maximalwert der Kreuzkorrelation ist ein Mass fiir die Aehnlichkeit
zweler Signale. Fiir zwei Signale, die vollkommen unkorreliert sind und somit
nichts Gemeinsames haben, ist Cpy = 0. Die Grosstmogliche Aehnlichkeit
haben natiirlich zwei identische Signale bei der Verschiebung & = 0. Wie sich
aus den Definitionen der Kovarianz und der Varianz leicht verifizieren lasst,
ist dann ¢, (0) = 1. Ist hingegen y, = —z, dann ist Cp, (0) = —1.

Autokovarlanz und Aut okorrelation

. Autokovarlanz

Analog zur Kovarianz von zwei verschiedenen Signalen koennen wir auch
die Kovarianz eines Signal mit sich selber bilden. Diese wird Autokovarianz
genannt. Fir eine diskrete Zeltrelhe Tn, mit Mittelwert gleich Null ist sie

deﬁmert als
. 1 n=+N

Aus der fiir die Kreuzkovarianz giiltigen Beziehung Rey(k) = Ryo(—Fk) folgt

R.-(k) = Rys(—k). Somit ist die Autokovarianz eine gerade Funktion und es
gentigt, sie fur positive Werte von k zu berechnen. In der Praxis kénnen wir
die Autokovarianz eines unendlich langen Signals nicht berechnen, sondern
nur aus Signalabschnitten endlicher Lange abschatzen:

E 1 N-1-k
R..(k) = Z TrikTn, =0,..., M), :

wobei M < N — 1.
Es zeigt sich jedoch, dass obige Schatzung mit einem systematischen
- Fehler behaftet ist (biased estimate). Eine Fehlerfreie Schitzung (unbiased
estimate) erhalt man wenn man den Faktor 1/N vor dem Summenzeichen -
mit 1/(N — |k|) ersetzt. Letztere Normierung hat aber den Nachteil, dass -
die Varianz der Schitzung fiir grosse Werte von M sehr gross wird. Da
ausserdem fiir N — oo sowohl der Fehler als auch die Varianz bei beiden
Normierungsarten gegen Null gehen, wird in der Praxis meistens die erste
Form verwendet.
Wie man sofort sieht, ist der Wert der Autokovarianz bei der Verschiebung
k = 0 nichts anderes als die Varianz des Signals:
. 1 N-1
R.(0) = v > ak=ol=Var(z).

n=0
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Fiir den Fall eines Leistungssigﬁeﬂs entspricht diese Definition der mittleren
Leistung des Signals. Ausserdem gilt R,;(k) < R;,(0).

Autokori'elation

" Die Autokorrelation eines Signals ist einfach die mit der Varianz des Signals
normierte Autokovarianz: :

Ruw (k)
Rea(0)’

C$z(k) =

Der Maximalwert der Autokorrelatlon 1st somit C’M(O) = 1.

Fir determinierte Signale endlicher Lange (tmnszent ezgnals oder
wavelets), deren Energle endlich ist, geht die mittlere Leistung mit N — co
gegen Null. Fir solche Signale erd die Autokovarianz ohne Division durch

N definiert:
- N—-1- k

a:a:(]c Z xn-}-kxn

n=0 -

Die Autokovarianz fiir k = 0 entspricht dann der Energie des Signals:

N-1
R (0) = E z2.
n=0

Die Definition dér Autokorrelation bleibt aber fiir diesen Fall unverandert.

“Aus den Eigenschaften der Autokovarianz lisst sich einiges iiber die in-
terne Gesetzmassigkeit oder umgekehrt iber den Grad der Regellosigkeit
~ eines Signals aussagen. Die Autokovarianz einer harmonische Schwingung ist
wiederum eine harmonische Schwingung der gleichen Frequenz (aber ohne
Phaseninformation, da ja die Autokovarianz eine gerade Funktion ist). Je
regelloser ein stochastisches Signal ist, umso schmaler wird das Maximum
der Autokovarianzfunktion. Ein vollkommen regelloses Signal (sogenanntes
weisses Rauschen) ist von einem Zeitpunkt zu einem anderen maximal unkor-
reliert. Somit gilt im Idealfall fiir die Autokovarianz eines regellosen Prozesses
Roo(E) =0 (k #0) und R, (0) = o2

Eine ausfithrliche Diskussion iber die Aussagekraft der Autokovarianz
" sowle einige konkrete Beispiele sind in Kap1tel 8 des Buches von Buttkus Zu

finden.

1B. Buttkus, Spektralanalyse und Filtertheorie in der angwandten Geophysik, Springer
Verlag, Berlin (1991)
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Autokovarianz und Lelstungsspektrum _

Eine direkte Anwendung der Autokovarianz besteht im Zusammenhang mit
der Schiatzung der spektralen Leistungsdichte von stochastischen Signalen.
Wenn X (f) die Fourier Transformierte eines zeitlich begrenzten Signals
z(t) der Dauer T' ist, dann ist bekanntlich das Leistungsspektrum oder
genauer ausgedriickt die spektrale Leistungsdichte P(f) ( power spectral den-

sity) ,
P() = HX(PP

Dieses direkt aus der Fourier Transformation ermittelte Leistungsspektrum
ist als Periodogramm bekannt.

Ein alternatives Vorgehen geht von der Autokovarianz des Signals aus. |
. Nach- dem Theorem von Wiener und Khintchine bilden nimlich die Au-
tokovarianzfunktion und die quadratische Spektraldichtefunktion ein Fourier-

'

Transformationspaar:
Roa(r) = / = P(f)ei I af

und

P(f)= /_o:o Ryo(7)e 2™ dr.

Ein Beweis dieses Satzes ist z.Bsp. im Buch von Buttkus (Kap. 8) zu finden.
Dieser Sachverhalt kann genutzt werden, um die spektrale Leistungs-
dichte zu schatzen. Die Methode ist als Korrelogramm Verfahrén oder als
Blackman-Tukey Schatzung bekannt. Das praktische Vorgehen sowie eine
~ Diskussion iber Aufldsung und Varianz sowohl des Korrelogramm- als auch
des Periodogramm-Verfahrens sind wiederum bei Buttkus zu finden (Kap 9).
Die Autokovarianz sowie die spektrale Leistungsdichte, zusammen mit
dem Mittelwert und der Varianz, werden verwendet, um statistische Eigen-
schaften von mehr oder weniger regellosen Prozessen von im Prinzip
unbegrenzter Dauer zu erfassen. Eine Eigenschaft regelloser Prozesse
‘besteht darin, dass die Phasenlage nicht determiniert ist, sondern zufalligen
Schwankungen unterliegt. Somit ist es auch sinnvoll, dass in diesen Grossen
keine Information iber die Phase der analysierten Signale enthalten ist.
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Kovarianz und Korrelation in MATLAB

Far die Berechnung von Kovarianz und Korrelation in MATLAB stehen die
gwei Punktionen xcorr und xcov zur verfigung: '

. | N\ D Ry Eg;&l_k$n+kyna '(k:())"v')N_l)
xcorr(x,y) = Rey(k) = { B (—F), (k=—(N=1),...,~1)
Dies wird auch als rohe Korrelation bezeichnet.
. -

xcorr(x,y, ’biaéed’} = Rey(k) = J—V-ny(k)

. , 1.
xcorr(x,y, ’unbiasgd’) = mRmy(k)

Ray(K)
\/Var(:c)Var(y)
Das helsst die ersten drei Befehle liefern die Kreuzkovarianz und der

vierte (xcorr(x y,’coeff’)) die Kreuzkorrelation, wobei letztere mit 1/N
normiert und somit biased ist. Um eine Korrelation zu erhalten, die unbiased

ist, muss man

xcorr(x,y, coeff’) = Cgy(k) =

xcorr(x,y, ’unbiased’) / (std(x)*std(y))

‘eingeben.

Die Funktion xcov unterscheidet sich von xcorr dadurch dass vor der
" Korrelation die Mittelwerte von z und y abgezogen werden. Beziiglich
Normierung verhalten sich die beiden Funktionen gleich.

Die Autokovarianz erhalt man mit xcorr(x;x) oder xcorr(x) bzw.
xcov(x,x) oder xcov(x) nnd den oben angegebenen Normierungen.

Bei einer Liange N der Zeitreihen (Vektoren) 2 und y, ist die Lange des
Resultates gleich 2N — 1 und der N-te Wert entspricht lag = 0. Ausserdem
kann der maximale lag mit einem zusatzlichen Parameter ma:vlag festgelegt -
werden, z. Bsp. zcov(x,y,maxlag, ’unbiased’).




Kapitel 6
Stochastische Zeitreihen

Definitionen

Im Folgenden sollen einige wichtige Begriffe im. Zusammenhang mit der.
Analyse von stochastischen Prozessen erlautert werden. Weiterfithrende und
ausfithrliche Darstellungen dieses sehr weitlaufigen Gebietes der Zeitreihen-
analyse sind zum Beispiel in den Lehrbiichern von Schlittgen und Streitberg
sowie von Shumway und Stoffer zu finden *

Stochastische Zeitreihen (z,,) sind als Realisierungen von stochastischen
Prozessen zu verstehen, d.h. von dynamischen Vorgangen mit Zufallscharak: -
ter. Ein stochastischer Prozess ist eine Folge (X;) von Zufallsvariablen X,
wobei der Index t Element einer hochstens abzahlbaren Menge T ist. In
der Analyse von stochastischen Zeitreihen geht es meistens darum, gewisse
statistische Gesetzmassigkeiten zu finden, welche den zugrundeliegenden
stochastischen Prozess beschreiben. Dabei ist es wichtig, jzu unterschei-
den zwischen den beobachteten oder berechenbaren Eigenschaften einer oder
mehrerer Realisierunger des Prozesses und diesen zugrundeliegenden Eigen-
. schaften, die wir nicht direkt beobachten konnen sondern aus den Beobach-
tungen schitzen mdchten. Somit unterscheidet die Notation von Schlittgen
und Streitberg durch Verwendung von Gross- und Kleinbuchstaben zwischen
dem stochastischen Prozess einerseits und der gegebenen Realisierung als
Zeitrethe anderseits. Wir werden wie Shumway und Stoffer im Folgenden
aber in beiden Fallen Kleinbuchstaben verwenden; in der Memung, dass der
Sinn aus dem Zusammenhang klar wird.

In der Notation muss man jedoch unterscheiden zwischen den
entsprechenden statistischen Grossen. So sind die in Kapitel 2 eingefithrten
Mittelwerte, Varianzen und Autokovamanzen empirisch bestimmte Grossen

IR. Schlittgen & B. Streitberg: Zeltre]henanalyse Oldenburd Verlag, Munchen 8. Auﬁ

1999. v
R. H. Shumway & D. S. Stoffer: Time Series Analysis and its Apphca.tlons. Springer

Verlag, New York, 2000.







einer gegebenen Zeitreithe z.,:

1N1

Var(xn) =02 = =% E(mn - :v)z

1 N-1-k ' ' ,
Reo(k) = Z (Zpak — )(zp, — %), mit k=0,..., M und M < N - 1.
n=0 .
Der Mlttelwert des entsprechenden Zufallsprozesses ist hingegen gemass der
klassischen Statistik als Erwartungswert fiir einen bestimmten Index ¢ iiber

alle moglichen Realisierungen des Prozesses definiert:
p = par = Elzg] = /_ $Pt(m)d53:

wobel pi(z) d1e entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte ist. In gleicher |
Art ist auch die theoretische Autokovarianz als Erwartungswert iber alle
méglichen Realisierungen der Werte z, und. z; definiert:

1(5,) = 1a(8,) = Covlas, 2] = Ef(, — ) (e — o))

Die theoretische Autokorrelatlon ist die durch die Varlanzen normlerte Au-

tokovarianz:
i(s,t)

kv ey

Zufallsprozesse, fir die es moglich ist, den Ensemble-Mittelwert y und die
Ensemble- Autokovarianzfunktion v durch Bildung des zeitlichen Mittelw-
ertes iiber eine einzige Zeitreihe bzw. durch Berechnung der zeitlichen Au-
tokovarianz zu schatzen, nennt man ergodisch. Eine exakte Darlegung der
Bedingungen fiir Ergodizitat ist z.Bsp. im Kapitel 5 von Schlittgen und Stre-
itberg zu finden. Es zeigt sich, dass die meisten in der Praxis vorkommenden:
Zufallsprozesse diesen Bedingungen zumindest annihernd geniigen. '
' Eine weitere Bedingung, die fiir die Modellierung eines stochastischen
Prozesses vorausgesetzt wird, ist dass er stationar ist. Konkret, bezeichnet
man einen stochastischen Prozess als: "

7

 mittelwertstationar wenn g, = y k_onsta,ﬁt ist,

- varlanzstationar wenn JZ = o2 konstant ist und

kovarianzstationar wenn die v(s,t) = v(7) ist, d.h. wenn die Kovarianz
nur vom Abstand (oder lag) 7 = s —t abhéngt. In diesem Fall ist auch

die Auto_korrela,tion o) = 7(7)/7(0).
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FEin stochastischer Prozess, der sowohl mittelwertstationar als auch kovari-
anzstationar ist, wird als schwach stationir bezeichnet. (Frage: ist ein
schwach stationirer Prozess auch Varianzstationar?) In der Praxis wird meis-
tens der Begriff stationar an Stelle von schwach stationar verwendet.

Beispiele
‘White-Noise Prozesse

Ein White-Noise Prozess ist ein reiner Zufallsprozess der aus einer Folge
(wy) von identisch verteilten und unabhingigen Zufallsvariablen w; besteht.
Oft wird fiir ein solches weisses Rauschen eine Normalverteilung mit Mit-
telwert 0 und gegebener Varianz o vorausgesetzt. Aus der Unabhanglgkelt

der einzelnen Werte w; folgt fur d1e Autokovarianz: v

2 —
0, S=1

Tuls:%) :{ 0, s#t

Daraus ist ersichtlich, dass White-Noise Prozesse stationar sind. White-Noise
Prozesse sind zwar an sich nicht besonders interessant, sie dienen aber, wie
im Folgenden gezeigt wird, als Input fiir eine Vielzahl von Modellen von
stochastischen Prozessen.

MA Prozesse

Ein MA oder Moving‘—Averagé Prozess erhilt man aus einer Linearkombina-
tion von White-Noise Variablen: :

Ty = QoW + G Wi_1 + AaWe 2 + - + QgWyi—g.

Dies entspricht dér/Koﬁvolution von weissem Rauschen w; mit eine:rh Moving-
Average Operator (a,). Man spricht in diesem Fall von einem Moving-
Average Prozess der Ordnung ¢ oder kurz von einem MA(q) Prozess.

AR Prozesse
‘Ein AR oder autoregressiver Prozess z; wird durch eine Linearkombination
von fritheren Werten von z und jeweils einer White-Noise Variable erzeugt:

Ty = QoW — blxt——l - bzil}'t_g — = ‘bpxi_p.

Man spricht in diesem Fall von einem autoregressiven Prozess der Ord-
nung p oder kurz von einem AR(p) Prozess. (Beachte: In den erwahnten
- Lehrbiichern sind die Koeffizienten b, mit anderem Vorzeichen definiert.)




ARMA Prbzesse
Die Kombination eines MA und eines AR Prozesses fuhlt zvva,ngslos zu einem
sogenannten ARM A(p,q) Prozess

Ty = QWi + @ Wiy F -+ QWig = biTi_1 — o — bpxtfp-

ARIMA Prozesse

In der Praxis trifft man oft Zeitreihen an, die man a,ls stationdren ARMA
Prozess, z;, modellieren kann, dem aber noch ein linearer Trend itberlagert
ist. Eine solche Zeitreihe y, kann man wie folgt beschreiben:

= fo + Bt + =

Da der Mttelvvert einer solchen Zeitreihe mcht fur alle t glelch 1st ist die

Zeitreihe y; nichtstationir. Mit dem Differenzen-Operator A erhalten wir:
Ayy=y— Y1 =1+ T —To1 = Bi + Az

Die neue Zeitreihe Ay; ist somit wieder stationdr und kann als stationarer

ARMA Prozess modelliert werden. Dieses Vorgehen kann natirlich be-

liebig oft wiederholt werden und erlaubt somit auch Trends hoherer Ord-
nung zu entfernen. Die urspriingliche Zeitreihe y, kann daher als eine Re-
alisierung eines integrierten ARMA Prozesses angesehen werden. Verallge-
méinert spricht man in diesen Fillen von ARIM A(p, d, q) Prozessen, wobei
d die Ordnung der Integration, bzw. des Trends bezeichnet.
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ARMA Filter in MATLAB

Die Realisierung z; eines ARM A(p, q) Prozesses als Linearkombination von
White Noise und fritheren Werten von x entspricht der allgemeinsten Form
" einer linearen Filteroperation. Die a, sind die Koeflizienten des Moving-
Average Filters und die b, sind die Koeflizienten des autoregressiven Filters.
Letzterer wird auch als rekursives Filter bezeichnet. Dabei wird die Zeitreihe
w; (Input) durch die Gesamtwirkung aller Koeffizienten in eine gefilterte
~ Zeitreihe z; (Output) verwandelt.

In MATLAB steht dafiir die Funktion filter zur Verfugung:

x = filter(ma,ar,w).

Der Vektor ma entspricht den MA Koeffizienten a, und der Vektor ar den
AR Koeffizienten b,. Dabei gilt es aber zu berucksmhtlgen dass MATLAB
~ Keinen Index 0 kennt. Somit sind

ma(1l) = ap und ma(q+l) = a,

ar(1) = by und ar(p+1) = b,

Unserer Notation entsprechend muss fir alle Filter ar(1) = b = 1 sem.
Ausserdem gilt fir ein reines AR Filter ma = = [ao] und fiir ein reines MA
Filter ar = [1]. :
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save, semilogx, sign, sin, size, sort, Spezielle Tasten (ctrl-P, ctrl-N, ctrl-B,
ctrl-F, ctrl-A, ctrl-E, ctrl-U, ctrl-C), Spezielle Zeichen (( ), [ 1, .5 s e vss
i, 1, %, =), spline, sqrt, stairs, std, stem, Strichpunkt ;, subplot, ’
Subtraktion -, sum, surf, surface, svd, switch

. tan, text, title, trace, Hnmswmo:mnﬁn !

view, viewmtx

which, while, who, whos

xlabel

zeros, zlabel, zoom




Zeitreihenanalyse --. Uebung WS01

Einfuehrung in MATLAB

Diese Uebung soll in erster Linie dazu dienen, einen Einstieg in Matlab
zu finden. Information zur genauen Funktionsweise aller MATLAB Befehle
kann mit dem Befehl help gefolgt vom gewuenschten Befehlsnamen geholt
werden. Zusaetzliche Information ist auch mit den Befehlen helpwin und
helpdesk erhaeltlich. Ausserdem eroeffnet einem der Besuch bei
//www.mathworks.com die gesamte  MATLAB-Welt mit zusaetzlicher
Dokumentation und Referenzlisten. ) . :

Eine ausgezeichnete Einfuehrung in MATLAB sind die Kursunterlagen HATLAB
and der ETH von Thomas Schubiger, Institut fuer Mess- und Regeltechnik.
Diese sind unter //www.imrt.mavt.ethz.ch/~matlab/ zu finden und koennen
auch von dort heruntergeladen sowie ausgedruckt werden.

Ein sehr gutes (aber leider nicht ganz billiges) Lehrbuch und Nach-
schlagwerk fuer MATLAB ist Mastering MATLAB 5 von Duane Hanselman und
Bruce Littlefield, Prentice Hall (1998), ISBN 0-13-858366-8.

Die folgende Uebung soll an Hand eines einfachen Beispiels die
Funktionsweise von MATLAB erlaeutern.

Alle Zeilen mit & sind Kommentare. .

Die Zeilen ohne % sind MATLAB Befehle und sind auszufuehren.

Frage: Wie lang sind Nil, Mississippi und Rhein?
Gegeben:

Nil + Mississippi = 10450 km
Mississippi + Rhein = 5099 km
Nil + Rhein = 7991 km

Wir haben QHMW.stmwnm Gleichungen fuer drei Unbekannte,
somit ist dies ein klassisches Problem der linearen Algebra,
welches in Matrix-Schreibweise Ax = y geschrieben werden kann.

In unserem Fall sind x und y zwei Spalten-(Kolonnen-)Vektoren
mit x(1) = Nil,/ %(2) = Mississippi, x(3) = Rhein

und y(1) = 10450, y(2) = 5099, y(3) = 7991

und ‘A ist eine 3x3 Matrix.

Schreiben Sie die Elemente A(1,1),...,A(3,3) dieser Matrix
fuer unseren Fall auf.

o0 of of of Of Op 98 IO 9P dP op o o o

Loesung mit MATLAB:

i

In MATLAB werden die Elemente von Vektoren und Matrizen zwischen
eckige Klammern gesetzt. Elemente einer Zeile (row in Englisch)
werden durch Komma oder Leerzeichen getrennt. Elemente zweier
verschiedener Zeilen (d.h. auch Elemente eines Spalten-Vektors)
(Englisch column vector) werden durch Strichpunkt getrennt.

In unserem Fall sind:
y = [y(1);y(2):y(3)] und, . S )
A= [A(L,1) A(1,;2) A(1,3)5A(2,1) A(2,2) A(2,3);A(3,1) A(3,2) A(3,3)]

Der erste Index bezeichnet immer die Zeile und der zweite die Spalte.

0P OO A 0P I OP OP O AP I oP N oF A

Setzen Sie in den folgenden zwei Zeilen die entsprechenden Zahlen ein:

'

= ] A '
=1 ]

< B

% Linke Division ergibt die gesuchte Loesung:
X = A\Y : o :
: % y wird von links durch A dividiert
A*x . % tatsaechlich: ax =y .

$ Die linke Division entspricht einer Pre-Multiplikation beider Seiten
% der Gleichung Ax = y mit der Inversen von A:

x = inv(A)*y

inv(A)*A*x

% Frage: was. bedeutet die rechte Division?

% sei B = A~transponiert und v = %lﬁnmzmno:wmﬂﬁ {in MATLAB wird
% die Transponierte einer Matrix oder eines Vektors mit ’ erzeugt):
B = A’ % transponierte 3x3 Matrix

v =y : * % Zeilen-Vektor

% in Matrix-Schreibweise gilt dann: uB = v.

% und u ist: .

u=v/B % Rechte Division

u*B % tatsaechlich, uB = v:

x’ : : % somit ist u = x-transponiert

% Die rechte Division m:ﬁmﬁnwOSﬁ\ww:mﬁ WOmﬁizzHﬁwwwwxmﬁwo: beider
% Seiten der Gleichung uB = v mit der Inversen von B:

u = v*inv(B)

‘u*B*inv(B)



% Also wenn Ax = y dann gilt (Ax)’ =y’ und X'A’ =y’
% und es folgt: x = A\y und x’ = y’/A’: :
- ~

<~\>vr~ ; /
x’ .

% Beachte: In z&eﬁ>w sind die ovmﬂmﬁwosm: * \ \ NSHmnsm:
Matrizen und Vektoren Matrix-Operationen; die entsprechenden
Operationen zwischen einzelnen Elementen von <mWﬁonm3 oder
Matrizen (Array-Operationen) sind in- MATLAB .* ./ .\

Also ergeben folgende Befehle ganz unterschiedliche Resultate:

of of oP d¢

>*P=<~>v
A.kinv(a)
A/inv(A)
A./inv(A)
A\inv(a)
A.N\inv(A)

% Bei der elementweisen Division muessen Sie also darauf achten,
% dass Sie nicht durch 0 dividieren.

% Die Elementé einer Matrix sind einfach zu adressieren:
A(1,2) % ist das sweite Element der ersten Zeile

A(:,2) % ist die gesamte zweite Spalte

A(2,1:2) % sind die ersten zwei Elemente QWH.Nstﬁm:.NmHHm
% MPSPQm nuetzliche Befehle sind:

% zeros(n,n), ones(n,m), eye(n,m) .

% wobei n und m UmHHmUPam ganze Nm:Hms sein xom::m:.

% mmmePmHm.,

Nmﬁomﬁu~mv

ones(5,3)

eye(3,5)

% Wenn n=m ist ﬁacmaﬁmﬁwmcvm Matrix), dann genuegt eine Zahl:
eye(3) ‘% zum Beispiel die 3x3 Identitaetsmatrix

% Wie sie sehen sind
eye(3) / A

% ﬁ:@

inv(a)

% das Gleiche.



% Wir wollen nun unser mewascaommKMﬁWB erweitern:

v(4) = x(1) - x(2)
v(5) = x(2) - %x(3)

]

% mnomm:Nm: Sie nun die Matrix A m:dmvwmowm:n mpmmmm :
% erweiterten Gleichungssystems (fuegen sie in untenstehndem
% Befehl die fehlenden Zahlen ein, um die Matrix A zu ergaenzen):

a( , ) =1 ]

% Dies ist ein ueberbestimmtes Gleichungssysten: da die

% letzten zwei Gleichungen Linearkombinationen der ersten
% drei sind, sind sie streng genommen ueberfluessig.

% Wenn Sie jetzt die Inverse von A berechnen

inv(a) ,
% sehen Sie, dass das nicht @m:ﬁ

% Trotzdem wird Ihnen MATLAB eine hommcso des Gleichungssystems
% Ax = y berechnen:

A\Y

% ist das Gleiche wie das frueher berechnete

»

Tatsaechlich fuehrt MATLAB eine Ausgleichsrechnung nach der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate durch (aehnlich wie die

Berechnung der mommmPNpmSﬁms einer Geraden durch eine
Punkteschar). '

In unserem Beispiel pm# das Resultat identisch mit dem frueher

berechneten Wert, weil die zusaetzlichen Werte y(4) und y{(5)

aus den schon Umxmﬁ:wm: Werten von x berechnet wurden.

In der Praxis stellen die Werte von y jedoch meistens irgendwelche

Messwerte dar, die fehlerbehaftet sind. Das hat zur Folge,

dass die ﬁmvmﬂummdwwam: Gleichungen nicht als Linearkombination

der anderen. Gleichungen hervorgehen. Somit gibt es auch

keine exakte Hommcsa x des Gleichungssystems Ax =y,

sondern nur eine optimale Loesung, fuer welche zum Beispiel die

summe dér Fehlerquadrate minimal ist.

Sei A’ wieder die Transponierte von A, dann fuehrt die Bedingung

der kleinsten Fehlerquadrate auf das moum:m::dm

Normalgleichungssystem (A’A)x = A’y

(s. Vorlesung ueber Inversionstheorie).

o0 w&**www*»*w&w&w*»w

Tatsaechlich ist auch in unserem Fall
(A7*A)*x

% gleich

Afky

% und da A’A eine quadratische Matrix ist,

Al*A

% meMWmeﬁ

inv(A’*A)

‘% und somit auch

inv(AZ*A) % (AT*Y)

% was in MATLAB das gleiche ist wie

A\y



Zeitreihenanalyse -- Uebung W502

In dieser Uebung wollen wir der Frage dmormmwmss

was war die Anzahl Erdbeben mit M>1 pro Jahr in der Schweiz
seit 19752 Gleichzeitig wollen wir verschiedene MATLAB
Hilfsmittel kennenlernen, BHn &msmd Daten graphisch Qmﬁmmmnmwwn
Smﬂam: xombsmb.

Als Daten 'stehen uns ein File von Erdbeben-Lokalisierungen mit
Datum, Uhrzeit, Epizentren, Herdtiefe, zmmswnﬁnm usw. fuer jedes
Beben ab H\op\pmqm zur Verfuegung. Da in diesem ASCII-Files die
Daten schon alg reine Zahlen-Arrays vorhanden sind, koennen sie
sehr einfach mit dem MATLAB Befehl load in Matrix-Form eingelesen
werden. .

Die Erdbebendaten stellen je eine Einzelbeobachtung dar. Als
solche sind sie eine Folge von Ereignissen, die einer Zeitreihe
mit unregelmaessigen Zeitabstaenden entspricht. Diese Daten
koennen auf <Hmwmwmwnwmmﬁ Weise dargestellt werden -- als Folge
“von Magnituden in Funktion der Zeit, als kumulative” Anzahl
Ereignisse .oder als MHmwmnwmmm ﬂHo wanmwdwmwﬁ

Zur Berechnung der Anzahl Ereignisse/Jahr stehen - Ihnen die
Routinen decyear und cumul sowie njahr, njahrl und njahr2 zur
verfuegung. Bevor Sie anfangen, gsollten sie sich die
entsprechenden M- Files (decyear.m, cumul -m, njahr.m, njahri.mund
njahr2.m) wit folgenden UNIX Befehlen in Ihr Arbeitsdirectory
kopieren: ,
cp \wmm\mnvN.nw\cmmﬂm\Q\Qmwoﬁamn\ahwwmm\mmnwmmﬁ.S .

cp /afs/ethz.ch/users/d/deichman/mfiles/cumul.m .

‘cp /afs/ethz.ch/users/d/deichman/mfiles/njah*.m .

Wichtig: vergessen Sie nicht das Leerzeichen und den Punkt am
Schluss, denn damit wird das gegenwaertige Directory
gekennzeichnet. Das Sternzeichen ist eine Joker-Zeichen und steht
hier fuer die Zeichen r, rl und r2, so dass Sie nur ein Befehl
benoetigen, um alle drei Files zu kopieren.

Mit der. Taste Pfeil-nach-oben Xoennen sie sich jeweils den
vorhergehenden Befehl wieder auf den Bildschirm holen; dann
koennen sgie den alten Befehl editieren -- einzelne Buchstaben
lassen sich wit der Backspace Taste loeschen -- und mit der
Return, Taste den neuen Befehl ausfuehren.

Schauen - Sie sich die entsprechenden M-Files genauw an und
versuchen Sie, nachzuvollziehen, wie sie funktionieren.

Format des Files eb.lsx mit den Erdbebendaten:

Datund Zeit (GMT) Breite Laenge X Y Z M rms gap dm no

1975 01 04 16 03 54.5 47.414 6.443 524800 251800 5 2.1.0.89 272 147 14
1975 01 05 10 33 51.1 46.040 6.919 559700 98700 8 1.2 0.31 285 79 11

rms = Wurzel des mittleren Quadrates der Laufzeitresiduen

gap = Groesster zpbwmw zwischen Epizentrum und zweil Umbmnwvmﬁnms Stationen
(gap > 180 => Epizentrum liegt ausserhalb des Stationsnetzes

dm = mSHmmHSCB@.NGH naechsten Station (km)

no = Anzahl Bebachtungen, die fuer die Lokalisierung verwendet wurden



o

% M-File decyear.m

function x=decyear(y)

into units of decimal years.

input is an array y with date and time in the first 6 columns,
output is vector x with number of elements equal to the
number of rows in y. .

'

oP o o o o o P

ndays = [0 31 59 90 120 151 181 212 243 273 304 334];
n = length(y);

x = zeros(l,n); % initialize array x-
for i=1l:n .

year = y(i,1};

month = y{i,2);

day = V\Auiwvn

hour = y(i,4);

min = y(i,8);

sec = yi(i,6);

leap = 0; '

if fix(year./4).*4 == year

leap = 1;
end

ucwﬂmwuam<+bmm<mAaonnwv“
if month > 2 -

julday = julday +.leap;
end ‘

end

converts date and time mﬂoa.%mmH~BonnS~&m<~bocn\awbcnm.mmooaa

‘n2 = n*2;

x(i) = year + (julday-1+(hour+{min+sec./60)./60)./24)./(365+1leap);

o

M-file cumul.m

M-file to convert a vector of increasing times (zeit) into a
vector of times that stay constant over two subsequent
samples (zeit2) and a vector of corresponding cumulative
numbers (ncum2).

3 o o ol° o o o

= length(zeit);
zeit2 = zeros(l,n2);
ncum2 = zeros(l,n2};

)
3

jo=0;

for i = 1:n;
=13+ 2;
zeit2(j-1) = zeit(i);
zeilt2(J) = zeit({i);
ncum2 (3-1) = i-1;
ncum2 (j) = i;

end

% Initialize arrays for new time series (makes routine much faster):
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% M-file njahrl.m

function nprojahr = njahril(eb)

Function M-file njahrl.m liest Matrix eb, welche Erdbeben-Daten
der Schweiz enthaelt und berechnet die Anzahl Erdbeben pro Jahr.

Version mit zwei for-Schlaufen

3 0P 6P of oF o AP o

= .length(eb) ; wzmxwamHmUHBmSmMOBAnMHadmdmdv<osvHHm<mU
jahrl = eb(1,1); :

jahr0 = jahrli - 1;
jahr2 = eb(m,1);

nj = jahr2-jahro;
nprojahr = zeros (nj,2);

<

for jahr=jahril:jahr2
n =0
for i=1:
if eb(

o0

Aufsetzen von Array nprojahr

o

Schlaufe ueber alle Jahre

Schlaufe ueber alle Erdbeben

o0

end . )
nprojahr (jahr-jahro, 1) jahr ;
nprojahr (jahr-jahr0,2) = n ;
disp (nprojahr(jahr-jahro, :)) % zeigt das laufende ergebnis
end .

% M-file njahr2.m
function nprojahr = njahr2(eb)

Function M-file njahrl.m liest Matrix eb, welche Erdbeben-Daten
der Schweiz enthaelt und berechnet die Anzahl Erdbeben pro Jahr.

index wird aus jahr-jahr0 berechnet

anzahl_erdbeben = length(eb); % Maximale Dimension von Array eb
jahrl = eb(1,1);
jahr0o = jahri - 1;
jahr2 = eb{anzahl_erdbeben,1);
for jahr=jahril:jahr2 ° % Matrix nprojahr initialisieren
k = jahr-jahr0 ; '

nprojahr(k,1l) = jahr ; )
- nprojahr(k,2) = 0 ;
end ‘
for i=1:anzahl_erdbeben . % Schlaufe ueber alle Erdbeben

jahr = eb(i,1) ;

k = jahr-jahr0 ;

nprojahr(k,2) = nprojahr(k,2) + 1 ;
end )
nprojahr % Zeige das Ergebnis

5
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% M-File njahr.m

function nprojahr = njahr(zeit,option)

Input: Vektor zeit mit Datum und Zeit als Dezimaljahr
Output: Matrix mit Jahr und Anzahl Beben pro Jahr

Option = 1: das Dezimaljahr wird nach unten und nach
oben gerundet (round). '

if option == 1 |
jahrl = round{zeit(1l)});
k1 = jahri - 1;
anzahl_erdbeben = length(zeit);
jahr2 = round(zeit (anzahl_erdbeben)) ;

oe

for jahr=jahrl:jahr2 wZmnﬁwxswﬂoumSHwdwnwmwwmwmﬂms
k = jahr-k1 ; .
nprojahr({k,1) = jahr ;
nprojahr(k, 2) : .

end . ’

it
(=]

for i=1:anzahl_erdbeben
jahir = round(zeit(i)) ;
k = jahr-ki1 ; )
-nprojahr(k,2) = nprojahr(k,2} + 1 ;
end . .
else

% ‘Schlaufe ueber alle Erdbeben

o° o o

Option sonst: das Dezimaljahr wird nach unten gerundet (fix).

jahrl = fix(zelt(1));
k1 = jahri - 1; )

anzahl_erdbeben = length(zeit);
Jahr2 = fix(zeit(anzahl_ erdbeben));

for jahr=jahril:jahr2 % Matrix nprojahr initialisieren
k = jahr-k1i ; } .
nprojahr(k,1) = jahr ;
nprojahr(k,2) = 0 ;

end

for i=l:anzahl_erdbeben % Schlaufe ueber alle Erdbeben

jahr = fix(zeit(i)) ;
k' = jahr-kl ;
nprojahr{k,2) = nprojahr(k,2) + 1 ;
end -
end



% Frage: was war die Anzahl Erdbeben mit Ms>1 pro Jahr in der Schweiz?

- % Moegliches Vorgehen:
& - - o

clear % alle Variablen Hommnwms

% Daten einlesen
load \mmm\mwﬁm.ow\ﬁmmhm\&\Qmwowams\mdamnm\mb.me

Konvertiere Datum und Zeit in Dezimaljahr ’
. . (diese Routine ist langsam ==> Geduld!):

)
T
[

)

zeit = decyear(eb);

% Das M-file decyear ist ein sogenanntes M-function file,
2 dessen interne Variablen nicht- fuer den Aufrufenden
% verfuegbar sind.

who % Liste der WOmesamsmb Variablen

[

% Groesse der ZmﬂHHN ﬁd@.bmmd@m des Vektors:

size (eb)
size (zelt) : o ) B
anzahl_erdbeben = length(zeit) . : % length = max(size)

% Zeichne die ZNmbﬁGC&m jedes Ereignisses als Funktion der Zeit.
. % Die Form des-Befehls ist plot(x,y,'optien')

magnitude = eb(:,12);

figure (1) : %
plot (zeit,magnitude, 'r+'") %
axis ([1974,2001,0,61) %
xlabel ('Jahr")

ylabel ('Magnitude')

Aktiviere die erste Figur
Zeichne die Daten als rote Kreuze
»oxmmsnwowzcbmowammwnwmﬂmn

o o o

Wir wollen jetzt die kumulative Anzahl Beben als Funktion
QmHwanwanwumd.
Q

o° o o

ncum = 1:1:anzahl_erdbeben;

Die Form des vorhergehenden Befehls ist
vektor = erster Wert:Inkrement:letzter Wert

o\ o

Als Alternative waere auch moeglich:

ncum = Hwnmmmnmﬁp.wmsmmwawanv.Hmdmnsﬁnmwﬁvv

Dieser Befehl hat die Form

vektor = linspace(erster wert, letzter wert, anzahl werte)

P o o o

figure(2) : :

plot (zeit,ncum, 'r’) % zeichne die Daten als rote Kurve
xlabel ('Jahr'’)

ylabel ('Kumulative Anzahl Erdbeben')

axis (11974,2001,0,6000})

e Betrachte einen kleinen Ausschnitt aus der unteren linken '
% E :

cke dieser Figur: i

axis([1975.0,1975.1,0,25])

Die kurve macht den Anschein, als ob es zwischen zwei Beben
Bruchteile von Beben gibt, was zumirdest unschoen ist.

Will man nicht einzelne punkte zeichnen, muss man, wie in der
routine im M-file cumul, die anzahl punkte der kurve verdoppeln

oF oP of o

cumul . % routine zur berechnung von zeit2 und ncum2

Das M-file cumul.m ist einé reine Sequenz von MATLAB Befehlen
und die internen Variablen dieser Routine sind nach dem Aufruf
Teil der laufenden MATLAB Sitzung:

who % Zeigt alle gegenwaertigen Variablen
hold on % Letzter Plot halten

plot (zeit2,ncumz, 'b') % Blaue Kurve

hold off

eneriere dazu einen Vektor mit der kumulativen Anzahl Ereignisse:



Wir wollen jetzt die Anzahl Beben .pro Jahr berechnen.

Dazu stehen uns die zwei Routinen njahrl.m und njahr2.m

als M-Files zur Verfuegung: Die Resultate der zweil Routinen
sind identisch, die Ausfuehrungszeit aber sehr verschieden.
Schauen Sie. sich die zwei M-Files an und ueberlegen Sie sich,
warum die erste so viel  langsamer ist als die zweite.

of ol o o o o

format short g % Setze Ausgabe Format (siehe help format)
nprojahr = njahrl(eb);
nprojahr = njahr2{eb);

% Das Resultat der Berechnungen steht im Array nprojahr.
% Zeichnen Sie die Histogramme der Anzahl Beben pro Jahr.

figure (3}
UNHA:@HOUmWHAH~HV.d@Houmrwﬁu~mvv\mxwmAHqup~m00H.oypOOQV
Als Beispiel, wie das Resultat eiher Berechnung mit MATLAB

exportiert werden kann, schreiben wir den Inhalt
von nprojahr in File njahr.out

o o o

save njahr.out nprojahr -ascii

% Dieses File kann in einem anderen Fenster

% z.Bsp. mit dem UNIX Befehl

% more njahr.out

% betrachtet werden.

% Die Routine njahr.m (ein Function M-File) basiert auf
% dem gleichen Algorithmus wie die Routine njahr2.m, hat
% aber zwei Optionen, um die Jahreszahl zu runden.

% Mit dem Befehl subplot koennen beliebig viele Bilder
% in einem einzigen Fenster gezeichnet werden (siehe

% help subplot fuer die genaue Syntax).
"nprojahr = njahr({zeit,0) % Mit Option 0

subplot(2,1,1)

bar (nprojahr(:,1),nprojahr(:,2)),axis{{1974,2001,0,400]})
ylabel { 'Anzahl Erdbeben pro Jahr')

nprojahr = njahr(zeit,1) © % Mit Option 1

subplot(2,1,2)

UmHAs@HOumEWA"~Hv\dvhaumﬁﬂﬁn‘wvv‘mxwmﬂﬂwm¢w,moow~o~poouv
%vampﬁ_wbwmry Erdbeben pro Jahr')

% Frage: Warum sehen die Histogramme so unterschiedlich aus,
% und was fuer eine allgemeine Schlussfolgerung ziehen Sie daraus?

.
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Zeitreihenanalyse ~—— Uebung WS03

Es soll mittels Polynomapproximation der laengerfristige
Trend in den mittleren Monatstemperaturen in Zuerich zwischen
1975 und 1998 abgeschaetzt werden.

Gegeben sei also eine Zeitreihe mit Temperaturwerten yv(i),
die zu den Zeitpunkten %(1i) gemessen wurden. :

Es sollen die Koeffizienten p(l1),...,p(n) eines Polynoms der
folgenden Form gefunden werden

y = p(l)Y*x~n + p(2)*x~(n-1) + ... + p(n)*x + p(n+l).

Dabei sollen die Polynomwerte y -den Messwerten der Zeitreihe y(1)
zu den Zeitpunkten x(i) optimal im Sinne ‘der kleinsten.
Fehlergquadrate entsprechen. )

Im Falle von n = 1 entspricht dies einer Geraden.

Man beachte: y.ist offensichtlich nichtlinear bezueglich x,
aber y ist linear bezueglich der Koeffizienten p.

Die Polynomanpassung ist ein Beispiel dexr allgemeinen linearem

Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Fehlerguadrate:

Dabei werden diejenigen Koeffizienten (Modellparameter) gesucht,
fuer welche die Summe der Quadrate der Differenzen zwischen

den berechneten und beobachteten Werten minimal ist.

In unserem Fall sind die Polynomkoeffizienten die gesuchten
Modellparameter. -

Eine Bedingung dafuer, dass die Fehlerguadrate minimal sind, ist,
dass ihre partiellen Ableitungen nach den gesuchten Parametern
gleich 0 sind. < :

Diese Bedingung fuehrt auf die sogenannte Normalgleichungsmatrix,’
deren Inversion die gesuchten Parameter liefert. Da dies oft mit

numerischen Problemen verbunden ist, wird in der Praxis mit Vorteil

die Methode der Singular Value Decomposition (SVD) verwendet.
Eine ausfuehrlichere Behandlung erfolgt  in der Vorlesung ueber
Inversionstheorie oder kann im Buch Numerical Recipes von
Press et al. (Kap. 15 und 2) nachgelesen werden.

In MATLAB werden die mowmzoawommmwumeWm: mit der Funktion
polyfit und die Palynomwerte mit der Funktion polyval berechnet
{siehe help polyfit und help polyval). , ’




wxomawwa:mm<owaoym:w
g - - _—

S

N

clear % allfaellige mxwmﬁwmﬂmsaw Variablen loeschen
load /afs/ethz.ch/ugers/d/deichman/klima/temp.dat

Die Daten bilden eine Matrix, bestehend aus 288 Zeilen, Je
mit einem Zeitwert (Dezimaljahr) und einem Temperaturwert.

o0 o°

x = .temp(:,1); % Zeit-Werte -- zur Vereinfachung der Schreibweise
¥l = x - mean(x); % zur Vermeidung grosser Zahlen )

yi = temp(:,2); % Temperatur —-- zur Vereinfachung der Schreibweise
figure(l) . -

clf allfaellig vorhandenes Bild loeschen

: %
plot(x,yi) % zeichne die Zeitreihe
ylabel (’Temperatur’) ’

Regression einer Geraden: y = p(l)}*x + p(2)
berechne die Werte der Geraden zu den xi

pl = polyfit(xi,yi,1)
y1l = polyval(pl,xi) ;

0P a¢

p2 = Uowwwwﬁﬁxwiww~mv

% Regression fuer ein quadratisches Polynom
y2 = polyval(p2,xi) ; % berechne die Polynomwerte zu den xi
p3 = polyfit(xi,yi,3) % Regression fuer €in kubisches Polynom
v3 = polyval(p3,xi) ; % berechne die Polynomwerte zu den xi
p7 = polyfit(xi,yi,7) % Regression fuer ein Polynom 7. Grades
y7 = polyval(p7,xi) % berechne die Polynomwerte zu den xi
hold on ” % Abbildung nicht loeschen

plot(x,yl,*c’)
plot(x,y2,’g’)
plot(x,y3,/m’)
plot(x,y7,’r")
hold off

Zur Veranschaulichung der Resultate koennen
die Polynome ohne Daten gezeichnet werden.

Mit dem Befehl subplot kann man mehrere Bilder
in einer Figur zeichnen (siehe help subplot).

AC A° ¢ P

figure(2)

clf % allfaellig vorhandenes Bild loeschen
subplot(2,1,1) . :

plot(x,yl,’c”)

hold on ° -

plot(x,y2,'g’)’
plot(x,y3,'m’)
plot(x,y7,'r’)

hold off
ylabel(/Temperatur’)

legend (’yl’,’y2’,'y3’,'y7")

% Versuch das Polynonm 7. Grades auf mwm Daten ohne
% Nullpunktverschiebung anzuwenden.
$ Ergaenzen Sie im Folgenden selber die entsprechenden Befehle.

PP

= polyfit( ) % Regression
yy = polyval( )i % berechne die entsprechenden Polynomwerte
subplot(2,1,2)
plot( ) % Zeichne Polynom ohne Null-Korrektur
hold on - ’ .
plot( y % Zeichne Polynom mit Null-Korrektur als rote Kurve
hold off

title(’Vergleich Polynom 7. Grades mit (y7) und ohne (yy)
Null-Korrektur’)

ylabel { ' Temperatur’) X

legend (’yy’,’y7’) % Die Legende kann mit der Maus verschoben werden

% Bemerkung: Je hoeher der Grad der <mw2m:@mﬁmr Polynome, umso
% wichtiger ist es, mit moeglichst kleinen Zahlen.zu operieren,
% um numerische Probleme zu vermeiden. :
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Zeitreihenanalyse --— Uebung WS04

Zur Illustration der Faltung (engl. convolution) sollen
die mittleren Monatstemperaturen in Zuerich zwischen
1975 und 1998 so geglaettet werden, dass die mmpmo:mwm:
Schwankungen verschwinden.

Die geglaettete Zeitreihe entspricht einem awmpﬂmuam:
Mittelwert. Die Berechnung des gleitenden

Mittelwertes mHmoHaﬁ durch Faltung der ungeglaetteten
Zeitreihe mit einer Zeitreihe, die Qm: Koeffizienten des
Glaettungsoperators entspricht.

a0 Jf o° 00 d° IO OP I ¢

% Moegliches Vorgehen:

‘om - -

clear

%load temp.dat % Dezimaljahr und Monatstemperatur

load /afs/ethz. ow\smmﬂm\m\mmposam:\_nwbzm\ﬁma@ dat

size(temp)

templ = ﬁmavnm~wv~ ; % Ein Temperaturwert pro ZOSmw (Zeilenvektor)
length(templ) - % Anzahl Temperaturwerte

figure(l) ,

plot(tenpl) % zeichne die Zeitreihe

xlabel(’Monate ab Januar 1975%)
ylabel( 'Temperatur’)

e

f1 = ones(1,12)./12 ; Koeffizienten des Glaettungsoperators

temp2 = oo:<ﬁﬁmavp £1); Faltung von templ mit f1

length(temp2) % Anzahl Werte nach der Faltung
% (Skript s. 15)

hold on

plot(temp2,’r’) . .

hold off o )

Deutlich sieht man hier die Anfangs- und Endeffekte, die auf der
implizierten Annahme beruhen, dass die Zeitreihe dmavp ausserhalb
‘beobachteten Zeitfensters ZﬁHH ist.

Etwas mildern laesst sich dieser mmmm#ﬁ wenn man <on3mﬂ dem
Mittelwert abzieht:

¢ 90 o0 oo do¢

templ = templ -~ mean(templ)
temp2 = conv(templ,fl) ;
figure(2) .
plot(templ)

hold on

plot(temp2,’r’)

hold off

e

o9 90 08 oe 0P
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‘Das hier angewendete Verfahren ist ein Beispiel eines
allgemeinen Filter-Verfahrens, naemlich des sogenannten
Moving Average Filters, oder kurz MA-Filter.

Dabei wird der Vektor fl-als Filter bezeichnet ::a enthaelt
die ms#m@hmo#m:am: Filterkoeffizienten.

Wie im Skript auf m. 16 dargelegt, kann man die Faltung auch als
lineares Problem formuliert werden. .

Mit templ die ungeglaettete Zeitreihe und temp3 die gesuchte
geglaettete Zeitreihe gilt die Beziehung temp3 = H * templ.

Die Matrix H ist eine nicht~symmetrische. Toeplitz Matrix deren
Elemente aus den Koeffizienten von £1 bestehen.

Tn MATLAB kann man die Matrix H mit dem Befehl toeplitz(u,v)
generieren.

Um die Form der Homvwwﬁw Matrix und das Vorgehen zu veranschaulichen
wollen wir erst ein einfaches Beispilel ausprobieren:

00 OF° B¢ @ o0 O° P A I oP

={123000];
=-[1 0000 0}
= toeplitz (u,v)
Sie sehen, u bildet die erste Spalte und v die erste Zeile der
Matrix H; die restlichen Elemente werden so angeordnet, dass die
Elemente der Diagonalen -von links oben nach rechts unten jeweils
gleich sind. Sie sehen auch, dass diese Matrix genau die gleiche
FPorm hat wie diejenige auf S. 16 im Skript.
H = toeplitz(u,u) % generiert eine symmetrische Toeplitz Matrix.
% In unserem Fall ist H eine 288%288 Matrix und besteht aus den
% Koeffizienten von £1:
u = zeros(l,288);
v. = geros(l,288);
u(l:12) = £1;
v(1l) = £1(1);
H = toeplitz(u,v);
% Dié Faltung ist dann einfach die Multiplikation der Matrix H mit
% dem Vektor templ und liefert ein Resultat, welches praktisch
% lidentisch ist mit den ersten 288 Werten von temp2:
temp3 = H*templ’; % Achtung: templ muss transponiert werden!
hold on
plot(temp3,‘g’)
hold off

% Versuchen Sie obige Glaettungsoperation mit einer anderen
% aAnzahl Filterkoeffizienten durchzufuehren (z. Bsp 24) und
% zeichnen Sie das Resultat ebenfalls in Figur 2 (mit einer
% anderen Farbe). Beachten Sie die Unterschiede.
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Fig. 2.4 Grar™'«a} interpretation of the convolution operation.
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Mit dieser Uebung koennen Sié das Beispiel auf S. 19 im Skript
Verifizieren. Beachten Sie dabei, -dass der Amplitudenwert der
groessten harmonischen Schwingung (3 Hz) nicht mit dem Maximum
des Amplitudenspektrums uebereinstimmt. Wie sieht dieser .
Vergleich 'aus, wenn Sie doppelt so viele Werte nehmen (N=64)}7?

S° o o o o

Ersetzen Sie die Zeitreihe x mit einer beliebigen anderen
zeitreihe und verifizieren Sie die Fourier Transformation.

o0 o\

Um gich viel Tipp-Arbeit zu ersparen, kopieren Sie sich,

befor Sie MATLAB starten oder aus einem anderen UNIX Fenster,
die M-Files fourieri.m und fourier2.m in Ihr Arbeitsdirectory:
cp \mmm\mndn.owxsmmHm\Q\Qmwdrawb\Emwwmm\mocHMmH».E .

o° o o o

clear

N = 32 ; % Bestimme Anzahl Werte
"Delta = 1/32 ; % Bestimme Abtastintervall
T = N*Delta; . % Dauer des wanmmeanm
t = 0:Delta:(N-1)*Deltd ; % Vektor mit Zeitschritten
% t = linspace(0, (N-1)*Delta,N) . % Amwnmﬁuwmwdmv
s Vektor mit Zeitreihe des Beispiels auf Seite 23 im Skxipt:
x = zeros(L,N) ;

%x(13:16) = [64,64,64,64] ;

1

x(17:20) = [-64,-64,-64,-64].;

figure (1)
plot(t,x)

X = Delta * fft(x) ; % Fourier Transformation ==> Komplexer Vektor X

[)

% Wenn Sie das ganze PSUHanamnm@mWnﬂﬂa sehen wollen dann:

figure (2) )
stem({abs (X)) % Betrag der Fourier Transformation

Aber eigentlich genuegen die ersten N/2 + 1 Werte (s. Seiten
26 und 30 im Skript)

@ o

NE = N/2 + 1;
fnyq = 1/{(2*Delta);. :

.f = linspace({0,fnyqg,Nf) ; % Vektor mit Frequenzschritten
stem(f,abs (X (1:N£))) % Darstellung des Amplitudenspektrums
xlabel ('Frequenz, Hz'), ylabel ('Amplitude’) i

% Berechnung und Darstellung der einzelnen harmonischen Schwingungen
% und Aufsummierung der einzelnen harmonischen Schwingungen: .

mwmcwmawv
fourierl

Hier nochmal das gleiche aber mit hoeherer Aufloesung, damit man
sient, -dass es tatsaechlich harmonische Schwingungen sind:

o@ o

mwmﬁwmﬁpv .
fourier2 . . ’

Der Faktor Delta vor dem Aufruf der FFT dient zur korrekte
Amplitudennormierung (s. Seite 30). .

Die M-Files fourierl und fourier2 fuehren im Wesentlichen -
‘Schritt fuer Schritt die inverse Fouriler Transformation .aus.
Dabei dient der Faktor 1/(N*Delta) wiederum der korrekten
Amplitudennormierung.

Beachten Sie, dass hier, wa Gegensatz zur Definition der
inversen Fourier Transformation im Skript, die Amplituden
zusaetzlich mit 2 multipliziert werden.

Frage: Warum die 2? -- Tipp: ueber wieviele Frequenzwerte
Summieren wir in der Routine Fourierl?

1
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amax
" tmax
clear
X = 2
clear
hold
for i=
y(i
- i
sub
plo

HHmHH m

ile zur Berechnung der mH:NmH:m: harmonischen moszwsac:@mz
einer vorgegebenen diskreten Fourier Transformation.
einzelnen Schwingungen werden aufsummiert.

HTIG: Nach der Zeichnung der einzelnen harmonischen Schwingung
jedes mal die Enter Taste druecken, damit es weitergelit.

komplexer Vektor mit den Koeffizienten der DFT
Dauer der cwmﬁﬁcm:mwwosms Zeitreihe

Anzahl Werte in der urspruenglichen NmPﬁHmHSm
ta.= Abtastintervall . -~

= (2/T)*max(abs(X))

= max(t) :

X

eros(l, zv.

Y

off

1: zxm+p

,t) = 2/(N*Delta) * (real(X(i))*cos(2*pi*(1-1)*t/T) ...
smmAxAva*mH:Aw*vw*Ap L)*e/T))i
plot(2,1,1)
ﬁnﬁ‘<ﬁw.. 1), axis([0,tmax,—amax, amax])

¥ =%+ y(i,:)
subplot(2,1,2)
plot{t,x)

pau
end

se $mit Enter weiter

fourier2.m

M-file zur Beréchnung der einzelnen harmonischen mOUSH:@cBQm:
zu einer vorgegebenen diskreten Fourier Transformation.

Die Zeitaufloesung ist 8x feiner als im Original, so dass apm
mcsam nicht gleich dem Original ist!

WICHTIG: Nach der Zeichnung der einzelnen harmonischen Schwingung
jedes mal die Enter Taste druecken, damit es weitergeht.

H

X = komplexer Vektor mit den Koeffizienten der DFT
T = Dauer der CHmchm:aHHoso: Zeitreihe

Z...l

U

= Anzahl Werte in der urspruenglichen Nmpﬂwmwdm
mwdm = Abtastintervall

OF AP 0P 9P O° A0 GO OO I ¢ O P OP OP O° a¢

amax = (2/T)*max(abs(X)) ;

tt = 0:Delta/8:(N*8-1)*Delta/8 ; % Vektor mit Zeitschritten
ttmax = max(tt) -
cléar y
hold off
for i=1:N/2+1
y(i,:) = 2/(N*Delta) * AHmmHAxﬂpvv*oomAw*@p*ﬁp Ly*tt/T) ...

- imag(X{i))*sin(2*pix(i-1)*tt/T));
plot(tt,y(i,:)), axis([0,ttmax, ~amax,amax])
hold on

pause %mit Enter welter
end



5 : % Die gleiche Fourier HHmSmmOHawnwos aber mit groesserer Aufloesung:
% Zeitreihenanalyse -- Uebung WS06 . e g

o0

N = 2048; . . )

. . . \ . . NE = " % Anzahl Frequenzwerte

¢ Pis vorliegonde Gebung koenmen Sie sich als m-file in Ins F linpace ) & 3 Vertor miv Frequonsachse
- subplot (2,1,2 :
% cp /afs/ethz.ch/users/d/deichman/zr/ws06/ws06.m . %OMAM %UWAWAW.vaVV xlabel ('Frequenz, (Hz)')
% (Abstand und Punkt am Schluss nicht yvergessent) ¢ MmeAﬁm 10.0 H%v ' .
% Nun muessen Sie die unten fett gedruckten unvollstaendigen PEEeE '
% Befehle mit einem Text-Editor ergaenzen, und dann koennen
% Sie die Uebung mit dem Befehl ws06 als m-file ausfuehren. % Darstellung als Log-Log Plot:
figure(3)
. y )

% Fourier Transformation einer wmoSnmnWmSSFmMos - k loglog (£, abs (X (1:Mf))), xlabel ('Frequenz, (Hz)')
T ; .

axis ([0.01,100,0.001,10})

Vergleichen Sie das numerische Resultat mit dem
analytischen Resultat im Skript (Seiten 31 - 32):
Amplitude? Nulldurchgaenge? Grund fuer Unterschiede?

of oo o

% Zeitreihe x mit Rechteck generieren:

clear ' o .
N = 256 ; % Anzahl Werte der Zeitreihe
Delta = 1/128 ; % Abtastintervall

X = zeros(l,N) ;

x(65:192) =-ones(1,128) ; :

t = linspace( : ) ; % Vektor mit Zeitachse
figure (1)

plot(t,x), axis([0,2,0,1.2]) , xlabel ('Zeit, {(8ekunden)')

3

% Diskrete Fourier Transformation (bedchte Normierung mit Delta):

X = Delta * fft(x,N) ; % FFT - in diesem Fall ist £ft (x,N)=Ffft (x)

Fabtast = ; % Abtastrate

Foyq = ; ¥ Nyquist Frequenz

Nf = . ; % Anzahl Frequenzwerte

£ = linspace( ) ; % Vektor mit Frequenzachse "
figure(2) .

subplot(2,1,1) ’
plot(f,abs(X(1:Nf))}, xlabel ('Frequenz, (Hz)')
axis([0,10,0,11) .



mwvﬂm Vergleichen Sie die erhaltenen Spektren mit th Theorie:
Stimmen .die Frequenzen und Amplituden?
" Wo sind die Nebenmaxima geblieben?

Zeitreihenanalyse -- dmvcsm Wso7

o0 o° .
o o o

% Die vorliegende Uebung xom:nms Sie sich als m-file in Ihr % Berechnen Sie die FT vom ersten signal aber mit hoeherer

% Arbeitsverzeichnis kopieren: % Aufloesung (mit "zero-padding" bis 1024 Werte)

% cp /afs/ethz.ch/users/d/deichman/zr/ws07/ws07.m .

% (Abstand und Punkt am Schluss nicht vergessen!) N 1024 ;

% Nun muessen Sie die unten fett gedruckten cs<owwmnmmsapwmn Xl = i % FFT - .

% Befehle mit einem Text-Editor ergaenzen, und dann koennen Nf = i w Anzahl Frequenzwerte bis Fnyg
% Sie die Uebung mit dem Befehl ws07 als m-file ausfuehren. ’ £ = H © mﬂmﬁcmdnsmﬂnm

subplot (2,1,2)

‘ plot (£,abs(XI(1:Nf))), xlabel ('Frequenz, (Hz}')
%  Amplituden und FT von zmﬂaouwmnsmn Schwingungen
%

mmwmm Wie verhalten mwob jetzt die Nulldurchgaenge des Spektrums?’
Wo wird das Spektrum tatsaechlich abgetastet?

P o

% Generieren und zeichnen Sie die zwei Zeitreihen: Es sind

% zwel harmonische mwmsmwm mit gleicher Amplitude und Phase

% aber unterschiedlicher Frequen . . ’ .
+ * Qﬁ z % Wiederholen Sie diese Uebung mit anderen Verhaeltnissen

clear % von Signalfrequenz, Abtastrate und Signallaenge:

N = 256 ; % Anzahl Werte der Zeitreihe % 2\ Bsp. gleiche Signalfrequenz, aber mmvnmmm = 59 Hz, N = 236.

Fabtast = 64 ; % Abtastrate % FRAGE: Wie erklaeren Sie sich die Unterschiede?

Delta = ; % Abtastintervall . . .

t = linspace(. }; % Vektor mit Zeitwerten (4 Sek.)

omegal = 2*pi*8 ; % Frequenz von Zeitreihe 1

omegaz2 = 2*pi*lé ; % Frequenz von Zeitreihe 2

phase = pi/4 ; % Phase

A =3 ; - % Amplitude : : :

Xl = A * gin(omegal*t + phase) ; % S w@bmw mit Frequenz omegal L

X2 = A * gin(omega2*t + phase) ; % Signal mit Frequenz omega2 N

figure (1) ; .

subplot(2,1,1) . -

plot(t,xl), axis({0,4,-4,4]1), xlabel('Zeit, (g)"')

subplot (2,1, 2) ) . »

plot(t,x2,'r'), axis([0,4,-4,4]1), xlabel('Zeit, (g)') . T

%¥ FRAGE: Sehen die Signale so wie erwartet aus? Warum?

% Diskrete Fourier-Transformation (Beachte die Normierung mit Deltal!)

X1 = H % FFT

X2 = : %.FFT

% Amplitudenspektren:

Fnyq = ;o % Nyquist-Frequenz . . " D )

NE = ; % Anzahl Frequenzwerte bis Fnyg .

£ = linspace( Y % Frequenzwerte . R

figqure(2) , . :

subplot (2,1,1) . . w
plot (f, wdmAxHhH.2mvvv xlabel ('Frequenz, (Hz)')
hold on

plot (f,abs(X2(1: vav ‘r'), xlabel ('Frequenz, (Hz)')
hold off =

il



Zeitreihenanalyse -- Uebung zmom

aP o\

Aufgabe:

Wir mmsmﬂpmwmﬂ eine kuenstliche ﬁﬁmnnmawmﬂmnch Zeitreihe, UmmnmSan
aus einer saisonalen Komponente und einer Tageskomponente.

Zuerst "messen" wir unsere Températuren viermal am Tag, dann sagen
wir uns, dass wir nur an der saisondlen Komponente interessiert sind,
und. "messen" nur- noch NsmwawH pro Monat --> FRAGE: darf man das?

o® o\ ol o° o o\

Vorgehen: .

Kopieren Sie sich das m-file dieser Uebung in Ihr Arbeitsverzeichnis:
cp /afs/ethz.ch/users/deichman/zr/ws08/ws08.m .

Ergaenzen Sie die fehlenden ‘Angaben und fuehren Sie wSmoswvmmmme me
dmccsm mit dem Beféhl ws08 aus.

o0 o 0P o° o

.. Im Folgenden sei die Zeiteinheit, mit dexr wir rechnen, Jahre
und somit'die MHmaamstwsdmpn H\QmSH (= mmHPoamd\Qmev

e o

Definiere Amplitude und Frequenz der zwei mwmdeWoEwosmsnmd“

o\ o

Ajahr % Amplitude des Jahresgangs +/- 8 Grad
Atag % Amplitude des Tagesgangs +/- 5 Grad
omegaj. = 2 ¥ pi * 1 ; % Kreisfrequenz des Jahresgangs
omegat = 2 * pi * 365 ; % Kreisfrequenz des Tagesgangs

]
©

]
[§]

Wir generieren erst die viermal am Tag gemessene Zeitreihe:

Setzen Sie selber die fehlenden Werte ein (Skript S. 26-30)

o o° o®

T = 3 ; % Dauver der Messreihe = 3 Jahre
Fabtastl = ; % Abtastrate (Messungen/Jahr)?
Foyql = ; % Nyquist Frequenz ?

Deltal = % Abtastintervall ?

N1 = T * Fabtastl + 1 ; Totale Anzahl Messungen
% Zeit-Vektor (N1 zmﬁnm\ zwischen 0 und T:
tl1 = linspace(0,T,N1} ;

S

% Temperatur-Vektor (Summe von Jahres- und Tagesgang) :
Templ = Ajahr*sin(omegaj*tl) + Atag*sin(owegat*tl) ;
figure (1)

subplot(3,1,1)

plot (tl1,Templ)

xlabel ('Zeit (Jahre)')

pause % Mit enter Taste weiter

%

% Ausschnitt um die zwei Komponenten sichtbaxr zu machen:
axis{{0,0.2,-15,15])

pause % Mit enter Hmmnm weiter
axis ([0, max{t1),~15,15])
pause % Mit enter Taste weiter

v
1

o

% Fourier Tran. ismation:
NEft = 16384 ; % Anzahl Emﬂﬁm fuer FFT -- mit zero padding!

% FFT (mit Delta Eﬁwnw%wpmwmﬁn damit mxwwpmﬁcnm stimmt) :
Np = Deltal * fft(Templ,NEft) ;

NEL = H % Anzahl unabhaengiger Fourier Werte?

;s o .
f1;= linspace(0,Fnyql,Nf1) ; % Frequenz-Vektor
#
subplot(3,1,2)
plot (f1, mdmAxHAH Nf1)))
xlabel ('Frequenz (Perioden/Jahr)')
pause . % Mit enter Taste weiter

°

% Wenn Sie die genauen Frequenzen sehen wollen:

_subplot{3,2,3)

plot (f1, mdmﬁxwﬁp mevvv_ axis([{0,5,0,12])
subplot (3,2,4) ’

plot (f1, mwmﬁxHAH.ZWvav‘,mxumﬁﬁumo 370,0,121)
pause

% 2Zur besseren Darstellung, mit HommHPnUaHmova mwm@cmbmmosmm
subplot (3,1, 3)

semilogx Amp abs (X1(1:Nf1))), axis([0.1,1000,0,12])

xlabel ('Frequenz (Perioden/Jahr)!)

pause ’

Jetzt wiederholen wir das Ganze, aber "wessen" nur noch
zweimal pro Monat uebexr die gleiche Messperiode von 3 Jahren:

oP of® ol

Fabtast2 = : ‘was ist jetzt die Abtastrate ?
Fayq2 = ; Nyquist Frequenz ?
Delta2 = ; Abtastintervall ?

- Zeit-Vektor ?

5
%

N2= ; % Anzahl Messwerte ?
i %

%. Temperatur~-Vektor ?

figure(2)

subplot (3,1,1)

plot (t2, Hmammv~ axis ([0, max(t2),~15,15])
xlabel ('Zeit - (Jahre)?')

Nfft = 1024 ; % Anzahl Werte fuer FFT -- mit zerc padding!
X2 = ; % FFT ?

Nf2 = , ; % Anzahl Frequenzwerte ?

f2 = 3 % Freguenz-Vektor ?

subplot(3,1,2)
plot (£2,abs (X2 (1:N£2)))

.mCU@HOnAu 1,3)

semiilogx Amw abs (X2 (1:N£2))), axis([0.1,1000,0, Hmuv
xlabel ('Frequenz (Perioden/Jahr)')

% Vergleichen Sie die zwei Resultate: Was schliessen Sie daraus?
% (Skript S. 36-39)



% Zeitreihenanalyse -~ Uebung WS09

% Vorgehen:

% Kopleren Sie sich me m- mHHmm dieser Uebung in Ihr wﬁvmwﬁm<mﬁwmw0::Hm.
% cp /afs7/ethz. ch/users/deichman/zr/ws09/aufgabel.m .

% cp /afs/ethz. ow\cmmﬂm\amwnssm:\NH\zmom\mcmmmcmm m . -

% Ergaenzen Sie die fehlenden Angaben und fuehren Sie anschliessend
% QHm dmvcso mit den Befehlen aufgabel und aufgabe2 aus.

% Aufgabel: ysvwwﬁCQmSWﬁmWﬁnm: einer regellosen Zeitreihe.

% Es sollen verschiedene Fenster und

% Fensterlaengen probiert und die Ergebnisse

% verglichen Smnmm:.

K e e ——— 1 it i e e e e e s i K b o e it o A Sk A . St e i 2t S s o e e e b
clear

% Holen Sie die Zeitreihe s:

% ﬁmgwﬁm ist ein binaeres MAT-file,

% in dem die Variable s Qmmw:wmwﬁ ist)

load \mmm\mﬁsm.OS\GmmHm\Q\moporsm:\mmmﬂm % lesen der waﬂwmwrm s
fs = 128; % Abtastrate (HZ)

fn = £s/2; % Nyquist Frequenz (Hz)

delta = 1/fs;

%

Abtastintervall (s)

zeichne 1 Sek. dieser Zeitreihe

N = 128; .
t = linspace(0,(N-l1)*delta,N) ; % zeitvektor
figure(1)

clf

subplot(2,1,1)

plot(t,s(1:N)), xlabel(’Zeit (s)’)

AP 3P dP I¢ o°

N
S
n

.- f

f = NEft/2 + 1;

Frage: Was ist der Frequenzinhalt dieser Zeitreihe ?

Tipp: Die Zeitreihe besteht aus mehreren Sinus- Schwingungen
plus weissem Rauschen -- koennen Sie die Amplituden
der einzelnen Sinus- mosswsacsum: bestimmen (es sind
ganze NmSHm:vu

NEft = N;

H % FFT ueber 1 Sekunde von s
Anzahl Frequenzen v
Frequenz Vektor ‘

o¢ o

= linspace(0,fn,nf);

subplot(2,1,2) .
plot (£, mUmAmAH nf))), xpmumwﬁ\wwmacosn, ‘Hz!)

%

Versuch mit zero-padding:

NEEE = 1024;

,,

% mwa cmdmm 1 Sekunde von s mit zero padding bis Nfft:

5 = i % FFT

nf L ZMMW\N + 1z % Anzahl Freguenzen

f =glinspace(0,fn,nf); % Frequenz Vektor

mwocﬁmﬁwv . .
clf: ) N )

mCGUHonﬁN 1,1)
vHOd (f, mdmﬂwhw :mvvvs meUmHA‘mHmmcmsN~ mm v

)

% <mwmco: mit Hmmz@mnms Umﬁmvmmbmﬁmn «w Sekunden) :

N =-2567; : % 2" Sekunden
Nffg = .

S = . wawe ueber 2 Sekunden von s
nf = Nfft/2 + 1;. :

: % Anzahl Frequenzen
£ Pp:mbmomao fn :mv~ ) % Frequenz Vektor
m:GUHOﬁAN 1,2) : '

@HOW (£, mUmﬁmﬁH nf))), meUmHA\mwmn:mSN, Hz ')

% <mwm503ms Sie 'es noch mit anderen Fensterlaengen!

% (zum Beispiel mit N=1024 = 8 Sek. oder mit der gesamten Zeitreihe)
% <mW@HmHOU mit einer anderen Fensterfunktion:

N =-256; .

w = hanning(N); % Fensterfunktion (Spaltenvektor)

wo=w’; % Transponieren

t = dem@momﬁo (N-1)*delta,N) ; % zeitvektor

% m&hOSSm die gefensterten daten

mwaﬁWmAuv

clf =

subplot(2,1,1)

vHOdAﬁmAsz*€V\ xwmvaA‘Nmpﬁ ﬁmvv
hold. on .

@HoﬁwAﬁ~s*5mxﬁmAH"sz~~w‘v Wwaossmmm:mﬁmHmEZWﬁwo:
hold; off :

NEFE = N;

nf = Nfft/2 + 1: :

Adinspace(0,fn,nf); % Frequenz Vektor

mwozwmﬁ»v
clf ™"
mCUGHOﬁAm 1,1)

S = P % FFT ueber s ohne mmﬁmﬁmﬂmcbWﬁHo:
UHOﬁ (£, mcmnmﬁp nf))), meUmHH‘MHmacmdN. Hz’)
mEUﬁHOﬁAm 1, 2)

S = ;0% FFT ueber s mit wm:mﬁmﬂh¢5Wﬁpon

UHO# (f,abs(8({1:nf))), xlabel('Frequenz, Hz’)



durch N dividiert werden. :

Der Betrag des so normierte Hmvmdznﬁmwmmwﬂﬂcsm ist unabhaengig
von der Laenge des analysierten Zeitfensters.

In dieser Form gilt dies jedoch.nur fuer -ein Rechteck-Fenster.
Damit das Resultat fuer irgendein Fenster w mit UmHPmUHQmH

Laenge N nicht von der Fensterlaenge abhaengt, muss es wie
folgt skaliert werden:

0 O I O O o &

scale = norm(w)*2 / wcaﬁsv>m\
.UHOW (ff£,pd*scale), XHmUmHA~MHchm:N ﬁmmv v
axis ([0,25,0,5])

S0 00 IO O O P

Dabei ist sum{w) die Summe ueber alle Werte von w und
norm(w) die Wurzel aus der Summe der Quadrate von w
(s. Help norm oder help sum).
VergeWwissern Sie sich, dass in diesem Falle eines wmovﬁmQW1
Fensters diese mwmwwmﬁﬁ:m tatsaechlich einer Division durch N
mwmpow kommt.

% Im Falle anderer Fenster, kompensiert der so definierte

% Skalierungsfaktor den Einfluss des Fensters auf die

% Amplituden' der swmﬁdcm:mwwo:mb Zeitreihe.

% Verifizieren Sie dies, indem Sie ein anderes Fenster

% (z.Bsp. hanning statt boxcar) verwenden.

Da uns xmwsm unendliche Datenmenge zur Verfuecqung steht,

koennen wir mit den uns zur Verfuegung stehenden zmwvomm:
bestenfalls einen Schaetzwert des tatsaechlichen Leistungs-
mﬁm##ﬂﬂém berechnen. Es laesst sich zeigen, dass die Varianz
des wie oben berechneten hmpmdczammvmwwncsm unabhaengig von
Laenge des Zeitintervalls und in der Groessenordnung des
umsmwwwom: Erwartungswertes des Leistungsspektrums selber ist.
Ein laengeres Zeitfenster verbessert nur die Aufloesung des
Spektrums aber nicht die Varianz. Wie bei anderen Messverfahren,
laesst sich auch bei der Abschaetzung des Leistungsspektrums &Hm
Varianz durch Mittelwertbildung ueber mehrere mmoumn:ncsmm:
reduzieren. Hierzu wird die zu analysierende Zeitreihe in
einzelne kuerzere Zeitfenster zerlegt und die Spektren der
einzelnen Segmente gemittelt. Dies geht aber auf Kosten der
spektralen Aufloesung. Mit der Matlab-Routine PSD kann

dies auf einfache Weise gemacht und gleichzeitig wom::mn auch
die Konfidenzintervalle berechnet werden:

S0 O° IO IO I I IR IO IO I IR I° A P P P o0

ueberlap = 0;
p = 0.95; ) .
{pd,pc,£ff] = ﬁmmﬂmAp“mopmv‘z.mm~s~smdmﬁwmw\v~5505w.q"

Die Fensterlaenge ist gleich wie vorher aber nun werden
2048 Werte der Zeitreihe analysiert und ueber 2048/256=8
nicht-ueberlappende (ueberlap=0) Segmente @mawﬁﬂmwﬁ

Das Konfidenzintervall fuer wmv (p=0.95) ist im Array
pc abgespeichert.

o0 OF P oF oP

' 0P dP o & A oP

w »cm@wcm N.>Umo=mmduc3a Qmm hmwmﬁcsummwmxwwsammoswmamw
% . Varianz und Konfidenzintervalle

clear

load /afs/ethz.ch/users/d/deichman/sdata % lesen der Zeitreihe s
N =.256; :

fs = 128; % Abtastrate (Hz)

delta = 1/fs; % Abtastintervall (s)

t = linspace(0, (N~ -1)*delta,N) ; % zeitvektor

figure(1)

-clf

subplot (2,1 Hv
plot(t,s(1l: zvv\ xlabel(’Zeit (s)” v

% Berechne das Leistungsspektrum mittels PSD:

w = boxcar(N):; % wmnSﬁmowxmmmmﬁmH
ueberlap = 0;

[pd,££f] = psd(s{1:N),N,fs,w,ueberlap, 'none’);

psd kann auf verschiedene Arten aufgerufen werden:

in diesem Fall wird das Leistungsspektrum ueber die ersten
N=256 Werte von s berechnet; da auch die Fenterlaenge fuer
die FFT @Hmpow N ist, besteht das wmmswﬁmd nur aus der
Berechnung einer FFT ueber ein einziges Segment, ohne
szdmwsmﬁﬁUPHQC:®~

fs ist die Abtastrate und SHHQ nur benoetigt, um den
Frequenzvektor ff fuer die graphische Umwmﬁmwwsso Zu erzeugen;
w ist der Vektor mit der wmsmﬁmn -Funktion, in unserem Fall
.ein Rechteck (Boxcar):;

ueberlap gibt an um wieviel Werte die einzelnen mmasm:ﬁm~
fuer welche die FFT berechnet wird, zmdmnHmv@m: sollen, in
unserem Fall garnicht;

‘none’ besagt, dass vor der Berechnung der FFT weder der
Mittelwert noch der Trend von den einzelnen Segmenten der
Zeitreihe abgezogen werden soll .(die anderen Optionen sind
‘mean’ oder ‘linear’ und keine Angabe entspricht ‘none‘)
Das Resultat steht im VeXtor pd.

00 60 ¥ 6P P A JP oP OP oF B0 OY Of P o of ¢ ¢

subplot (2,1,2)
plot (ff, Uﬂv~ xlabel (’Frequenz Ammv )

pause

H: dieser Form m:ﬁm@&wﬁ:ﬁ pd weder der Leistungsdichte
Aﬁosmw mmmowwmw Qm:mkﬁwu noch der Leistung (power},

so wie sie im Skript auf S. 41 definiert sind.

Um die Leistungsdichte zu erhalten, muss pd mit der
Abtastperiode-délta multipliziert werden, und um die
Leistung -bzw. das Leistungsspektrum zu mw:mwﬁm:~ nuss pd

3



figure (2)

clf

subplot (2,1,1)

plot Amm~@m*momwmu\ meUmHA‘mwmn:m:N (Hz)")

hold on

plot (ff,pc(:,1l)*scale,’r’)
plot (ff,pc(:,2)*scale,’r’)

axis ([0,25,0,5]) .
hold off : :

)
3
%

%

[pd,pc,ff] = psd( o . )i

Je mehr Segmente fuer die Mittelwert-Bildung zur Verfuegung stehen,
umso kleiner wird die Varianz: fuehren Sie die Routine psd mit 32
nicht-ueberlappenden 2 Sek langen.Segmenten aus:

N

subplot (2,1,2)

plot Amﬁ‘wa*momwmv~ meUmHA\MHmnsmzN (Bz)')
hold on

plot (f£f,pc(:,l)*scale,‘r’)
plot ﬁmm~@oﬁuamu*mompm.‘w~v

axis AHO~NW~O~m”_w .
hold off

o o¢
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Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit den Spektren, die

nur ueber -ein. Segment berechnet wurden.

Wird z.Bsp. ueberlap = 128 gesetzt, dann bewirkt dies bei N=256,
dass die einzelnen Segmente sich um eine halbe Fensterlaenge
ueberlappen -- dadurch wird die Anzahl Segmente erhoceht, aber

da diese nicht mehr statistisch ::mU:mm:QHQ sind, mcmsnw das

mit einem Rechteck-Fenster zu keiner weiteren wmaCdeo: der
Varianz. In diesem Fall empfiehlt es sich eine andere Fenster-
funktion (z.Bsp. mm::H:@V zu verwenden, denn dadurch werden die
Amplituden der Zeitreihe in den sich cmvmﬁwmwvm:am: Segment-—
abschnitten unterdrueckt, was die statistische Abhaengigkeit
verringert. Dies geht mUmH auf Kosten der Aufloesung. Ausserdem
stimmen die von PSD berechneten Konfidenzintervalle dann nicht.
Ausfuehrliche Behandlungen der Berechnung der Konfidenzintervalle
sind in den Buechern von Buttkus und von Press et al. (Numerical
Recipes) zu finden. .
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Abbildung 4.4: Der Einflufl von Linge und Gestalt der Gewichis-
funktion (links dargestellt) auf das berechnete Signalspektrum.

a) vorgegebenes Spektrum einer Zeitfunktion, bestehend aus zwei pe-
riodischen Anteilen der Frequenz 1 Hz und 2 Hz, dh. Af =1 Hz.
b) Spektrum bei Anwendung des Rechteckfensters der Linge T' = %ﬂ
c) wie b), jedoch ist hier das Fenster doppelt so lang wie bei b);

d) und e) Spektren bei Anwendung des Tukey-und Parzenfensters;

Fensterlinge wie bei c).

13.4 Power Spectrum Estimation Using the FFT | 547

amplitude

bin number

Figure 13.4.1. Window functions commonly used in FFT power spectral estimafion. The data segment,
here of fength 256, is multiplied (bin by bin) by the window function before the FFT is computed, The

square window, which is equivalent to no windowing, is least recommended, The Welch and Bartler
windows are good choices:
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Figure G&.N Leakage functions for the window functions of Figure 13.4.1. A signal whose

frequency is actually located at zero offset “leaks™ ing bins with the amplitude shown. The
purpose of windowing is to reduce the leakage at large offsets, where square (no) windowing has large
sidelobes. Offset can have a fractional value, since the actual signat frequency can be located between

two frequency bins of the FFT.




Zeitreihenanalyse -- Uebung WS10

o° o

% Aufgabe: mum@&mbnmdmwwmm on bUchmemnms der hmsmmmwwanowomwm

der Landeshydrologie an der Rhone und am Rhein wollen wir die
periodischen vbnmwwm Hamzﬁpmymwmumn und deuten.

o\% o o

oe

Die Daten befinden sich auf-

o

\mmm\man.nw\:mmﬁm\m\mmwnwamn\wbm\

Die Datenfiles gind

pdsx0598 fuer die Station Porte du Scex Amsosmv und

diep1998 fuer die Station Diepoldsau (Rhein) .

Sie beinhalten die Tagesmittelwerte in Kubikmeter/Sekunde der
Rhone und de& Rheins fuer die Jahre 1905-1998 bzw. 1919-1998.

Die Datenfiles bestehen aus einem Wert pro Tag pro Zeile und

koennen mit dem Befehl load von Matlab gelesen werden -- zum

Beispiel fuer me Daten der Rhone: ,

o o° o of o® o o of®

]

= load(! \mmM\mnrN ow\ﬁmmﬂm\Q\Qmwnwamd\wﬁm\wmmxommm_v.

o°

HP@@

Verwenden Sie fuer die bUnmmnHwnm fs = 365.25; dann Womusmb

Sie die Daten wie folgt als Funktion der Zeit .in Jahre
darstellen:

o0 o\ o

fs 365.25;
ns length(s)
to 1905;

t = HHnmvmomﬁno to+{ns~ Hy\mm ns) ;

i

it

figure (1)

subplot{2,1,1)

plot(t, s)

xlabel ('Jahr')

ylabel ('abfluss (m™3/s) ')

Aus dem Leistungsspektrum der Abflussdaten an zwei zmmmwcsxnmd

of olf o ol o o o° o

£

© o® o

o o\® o o

o o dP o o

Versuchen Sie mit dér Matlab Routine psd wie fuer die
synthetischen Zeitreihen (letzter Teil der zweiten Aufgabe
der Uebung WS09) das Leistungsspektrum abzuschaetzen.
Berechnen und -zeichnen Sie auch die Xonfidenzintervalle

(p = 0.95). ,

Entfernen Sie aber den Mittelwert (psd mit 'mean' statt 'none’
aufrufen} und waehlen Sie eine Segmentlaenge N=1024 sowie

--ein Rechteckfenster

= boxcar{(N) ;

Probieren Sie verschiedene Darstellungsmoeglichkeiten aus
(plot, semilogx, semilogy, loglog).

Sie werden sehen, dass zusaetzlich zum erwarteten Jahresgang,
der durch die Jahreszeitlich bedingte Schneeschmelze verursacht
wird, noch weitere periodigche Anteile vorhanden sind.

Was ist deren Ursache?

Tipp:
Bei genauerem hinsehen sieht man, dass das Erscheinungsbild
der Zeitreihe .gich mit der Zeit <mwmm5@mnn -~ versuchen Sie mal

das vmpmnczmmm@mxnnca fuer die erste und die zweite mmmwmnm
der Zeitreihe getrennt zu berechnen, mit

Q

nn = mwxﬁﬁm\mvm. % damit nn ein integer ist falls ns ungerade ist

e

o o o

und dann psd fuer s(i:nn) bzw. fuer s(nn:ns) mCmﬂwhmbf

Was koennte die Ursache fuer die zeitliche Veraenderung sein?
Verhalten sich die Messungen an beiden Stationen genau gleich?
Haben alle Maxima im Spektrum eine physikalische Ursache?"



wanHmHUmbmbww<mm -~ Uebung WS511

Die M-Files dieser drei Aufgaben befinden sich in
/afs/ethz.ch/users/d/deichman/zr/wsll
unter uebungl.m, uebung2.m und uebung3.m

o a® o &P B\® oo

Aufgabel: Vergleich der FT eines Delta-Impulses mit
derjenigen von "weissem Rauschen".

o\ of® o\

Kopileren Sie sich die zwei M-Files "dirac.m! und "weiss.m"
-vom Directory /afs/ethz.ch/users/d/deichman/mfiles/
in Ihr eigenes Arbeitsdirectory.

o0 oo o

Schauen Sie sich die zwei M-Files genauer an: Es sind
Beispiele von M-Funktionen. Im Gegensatz zu M-Script-Files,
sind hier Input- und Output-Variablen definiert und die
HﬁﬁmHSmd Variablen mﬂmnwmwsms nicht wa.bﬁdmwnmﬁwmnn.

o o of o

wZHnmevapﬁmooamn :mwﬂ Smwmmmﬁsmwnms mwm mpsm
% Beschreibung dieser zwei M-Files.

clear
= 256;

=2

Generieren Sie einen Delta-Tmpuls
(Amplitude = 1, an der Stelle i=11)

o\ 0@

x = dirac(N,11,1);

% und eine gleichlange Zeitreihe wit "weissem Rauschen”
Yy = weiss(N);

% v = randn(1,N)/sqrt(N);

% Nwwoﬁsmb Sie die zwei Signale .

n = (0:1:N-1);

subplot (3,2,1) . :

plot(n,x), axis([0,20,0,1]1) % nur die ersten 20 Werte’
tittle('Dirac'), xlabel('Zeitwerte') '

subplot (3,2,2) g

plot(n,y), axis([0,N-1,-0.5,0.5]) % die ganze Zeitreihe
title('Weisses Rauschen'), xlabel ('Zeitwerte!')

mcmSHmz Sie nun die FFT aus und waorsmn Sie
die Amplitudenspektren

o\ o0

nf = N/2 + 1;
f = linspace(0,0.5,nf); % Annahme: Delta = 1

X = £ft{x) ;

oP o o\ o\

o0 GP oF oF oF

X = X{(1,1:nf) ;

subplot(3,2,3)

plot(£f,abs (X)), axis([0,0.5,0,21]) .
ylabel ('Amplitude'’), xlabel ('Frequenz')

Y = £Et(y) ;

Y = Y(L,1:nf) ;

subplot(3,2,4)

plot (£,abs(Y)), axis([0,0.5,0,2])
ylabel ('Amplitude'), xlabel('Frequenz')

Zeichnen Sie das Phasenspektrum
{(der Matlab. Befehl angle berechnet das bﬁmcamun einer Woawwmxm:

Zahl; mittels Division durch pi erhaelt wman Einheiten in
<Hmwmmnsm von pi)

subplot(3,2,5)

px = {(angle (X)) /pi ;

$px = unwrap (angle(X))/pi ;

plot (f,px), axis([0,0.5, HOCSQABHbﬁmeV round {(max (px)}1)
ylabel ('Phase (*Pi)'), meUmHﬁ_MHm@zmbN )

subplot(3,2,6)

py = (angle(Y)}/pi ; |

$py = unwrap (angle(Y))/pi ;

plot(f,py), axis([0,0.5 Epaﬁvwv max (py)1)
ylabel ('Phase (*Pi)'), xwmvmwn_mHWQCmsN )

FRAGE: koennen Sie sich die Aéhnlichkeiten und Unterschiede

zwischen den zwei Zeitreihen c:m ihren Fourier Transformationén
mHWHmmHmno

o® o\® ol

o of

HwbmudemCQUmanmN¢<mHmnmrmd\SHmmwm =£mHmmm.wwcmnrmS=
generiert wurde. :

Als Alternative fuehren Sie diese Uebung nochmals aus, indem
Sie das weisse Rauschen mit dem Befehl

y = randn(1,N)/sqrt (N);

generieren ~-- randn generiert SOHSwH<mHnmPHnm Zufallszahlen mit
Mittelwert = 0 und Varianz = 1.

Wie veraendert sich das Phasenspektrum des Delta-Impulses wenn

Sie ihn an die Stelle i=1 oder an eine andere Stelle verschieben?
Weisen ‘Sie nach, dass das Verhalten des Pahsenspektrums korrekt
ist, indem Sie die Beziehung fuer die Fourier Transformation einer

zeitlich verschobenen Funktion (Skript S. 24) fuer den diskreten
Fall Beweisen.

o\ ol® o\® & o\® o®

Um die Phasenspruenge von 2*pi der arctan Funktion zu vermeiden
koennen Sie px und py auch-mit der Funftion unwrap berechnen
{s. oben oder help unwrap).

o o o



% Aufgabe 2: <mﬂmwmpow der Nmpnhmwrms Smwmm und randn

8

Aufgabe 3: Leistungsspektren von weissem Rauschen

o

o\ o

Mit der Matlab Funktion r = randn({1;N) wird ein Vektor
von normalverteilten Zufallszahlen mit Varianz = 1 generiert,
Frage: mmSOHown das weisse Rauschen, das mit der Funktion

<mwmymposmn Sie die Leistungsspektren der zwei Zeitreihen
weigs und randn,

in dem Sie mit der Routine psd verschieden Hmsam Nmpnmmmambnm

o o ol° o\ o\P
o® ol° o of°

N

welss generiert wird, der gleichen Wahrscheinlichkeits- analysieren.
verteilung sHm.QHmum:Hmm von randn?

% 40Hmmsmn" ) : % Vorgehen:
clear clear

= 8192; : N = 8192;
w = weiss(N)*sqrt(N); % Faktor sqrt(N) damit Varianz = 1 ist ‘ . w = weigs(N)*sqrt{N); % Faktor sqrt(N) damit Varianz = 1 ist
var (w) : r = randn(l,N);
r = randn{1,N); :
var (x) ¥n = 64;

-n = 256;

% mﬂmwmwosmd 'Sie die kumulative mmmCmHmwanm<mﬁﬁmHHcsm der Sn = 1024;
% zwel Zeitreihen oder die Haeufigkeitsverteilung der Werte. %n = 8192;
sw = sort(w); . . . % Annahme: Abtastrate = 1
sr = sort(r); : ,
figure (2) T [psw, £f] = psd(w,n,1,boxcar(n},0, 'none');
subplot(2,1,1) - : , ’ [psr,££f] = psd(r,n,1,boxcar(n),0, ' 'none');
plot (sw, 'green') :
hold on ) figure(3)
plot(sr, 'red!') - plot(ff,psr, 'red')
hold off ’ ] hold on )
xlabel ('Kumulative Haeufigkeit') . plot (£f,psw, 'green')
ylabel ('Wert der Zeitreihe')- . . o hold off

b = linspace(-5,5, 21);

Vergleichen Sie die Varianz von weiss bzw. randn mit dem Mittelwert
subplot (2,2,3)

der jeweiligen Resultate der wOCnHSm psd {mit den Matlab Befehlen-

hist (w,b) var und mean). i} )
subplot(2,2,4) Beweisen Sie an Hand der Beziehung von Parseval und der Definition
hist{(r,;b)

des Leistungsspektrums (Skript S. 41-42), dass diese Resultate
richtig sind.

o ol® o\® o ol® o\®



function x = dirac(N,i,a)
%DIRAC generiert einen Dirac-Impuls

% Aufruf: x = dirac(N,i,a)

% x = Dirac-Impuls

% N = Anzahl werte

% 1 = Position des Impulses in x
% a = Amplitude des Impulses

% Beispiel: )

% x = dirac(64,32,1)
x(1,1:N) = zeros(1,N) ;

x{i) = a ;

function x = weiss(N) o
SWEISS generiert weisses Rauschen mit amplitudenspektrum
Aufruf: x = weiss(N) ’
X = Vektor mit weissem Rauschen
N = Anzahl Werte (Zwei€rpotenz von Vorteil)
Beispiel:
X = weiss (256)

o\° o\ of¢ o® o o\

N2 = N/2 ;

N2ml = N2 -~ 1 ; . .

z1l = 2*rand(1,N2ml)-1 + sign(rand(1,N2ml)-0.5) * o

zl = real(zl) + imag(zl).*sqrt(l-real(zl).*real(zl)) * j
z2 = conj (fliplr(zl)) ;

zz{(1) =1 + 03 ;

zz(2:N2) = z1(1:N2m1) ;-
zz(N2+1) = -1 + 0F ;
zz (N2+42:N) = 22(1:N2mi) ;

x = real (ifft(zz)) ;

S

]



Zeitreihenanalyse -- WS12

P o

Diese Uebung Ummnmbn aus zwel Teilen: Ein erster Teil

a0ll die Unterschiede zwischen Kovarianz und korrelation,
sowie zwischen den verschiedenen Normierungen an Hand

von m%dnsmﬂvmnﬁmb Zeitreihen aufzeigen; der zweite Teil

ist eine bﬁzmnaﬁﬁm auf Niederschlags- und Grundwasser-Daten.

P o@ o o o

Sie koennen das M-file des.ersten Teiles dieser Uebung in
Ihr Arbeitsverzeichnis kopieren und ohne Aenderungen
ausfuehren:

o2 o o\

P

nwmemm\mnSN.nr\ﬁmmWW\m&mmwnﬁamd\NH\SmHN\mcmmmUmH.B .

Versuchen Sie zu verstehen, was darin ablaeuft und modifizieren
Sie dann die entsprechenden Abschnitte fuer die Aufgabe 2.
(s. Skript S. 44-50.)

o\° oP o

bdmmmbm 1: Test verschiedener Normierungen der
Auto- und Kreuzkorrelationen wmit
synthetischen Signalen

o o o

clear

% mwncmrmwmlwp

ns = 288; % Anzahl Werte
fs = 12; % Abtastrate
£l = 0; :

t = linspace(tl,tl+(ns-1)/£s,ns);
x- = sin(2%pi*t);

figure (1)

subplot (3,1,1)

plot (t,x)

title{'X: Sinus')

[

% Weisses Rauschen
v = randn{l,288)*2; i
subplot({3,1,2)

plot (t,y)

title('Y: Weilsses Rauschen')

[

% Summe von Sinus und Rausclien

Z_ = X+Y;

subplot (3,1,3)

plot (t,z) .
title('X+Y=2": Summe von Sinus und weissem Rauschen')
xlabel ("Zeit (Jahre)')

[

% bcnOWORHmHanOUmz (biased)

figure. (2) :

xx = xcov (x,x,'coeff');

vy = xcov (y,y,'coeff');

zz = xcov (z,z,'coeff');

nlag = length(xx); .
lag = [-fix(nlag/2):1l:fix(nlag/2)]; % Zeitachse fuer die Korrelation
subplot(3,1,1)

plot (lag,xx)

title('XX: Autokorrelation vom Sinus')
subplot(3,1,2)

plot (lag,yy) ’
title('YY: Autokorrelation vom weilssen Rauschen')

‘subplot(3,1,3)

plot (lag,zz)
title('Z%Z: Autokorrelation vom Sinus+Rauschen')
xlabel{'Lag (Monate)') .

% Autokorrelationen unterschiedlich normiert:

figure (3)

subplot (3,1, 1)

mwonﬁwmm.xoo< (x,x, 'unblased!') / (std(x)*std(x)))
title ('XX: wcnowOHHmHmnHo: vom Sinus (unbiased)!')
subplot (3,1, 2)

plot (lag, xcov (z, N~_cBUHmmmm.v / (std{z)*std{z)))
title('ZZ: Autokorrelation vom mwﬁﬁm+wmcmormd Acsvvmmmav<v
subplot(3,1,3)

@Honﬁwmm.xoo< {(z,z, 'biased'))

title{'Z2%Z: Autokovarianz vom Sinus+Rauschen (biased) ')
xlabel ('Lag (Monate)')

% Kreuzkorrelationen

figure (4)

subplot(3,1,1)

plot Awmm,xoo< (x,y, 'coeff'))

title(tXY: Korrelation vom Sinus und mmﬁmo:m: {biased) ')
subplot (3,1, 2)

plot Awmm,xOo< (x, K‘_CBUHmme_vv

title('XY: Kovarianz vom Sinus und Rauschen Acﬂvpmmmav_v
gsubplot(3,1,3)

plot AHmm.xoo< (x, w,_CSUHmme.V / (std(x)*std(y)))

_title{'XY: Korrelation vom Sinus und Rauschen (unbiased)')

xlabel ('Lag (Monate)')



owmmUm 2: ano; und NHmCNxOWHmHmnHos von
Grundwasseér- und Niederschlagsdaten

o o -

Das M-File zu dieser Aufgabe koennen Sie sich swmamﬁca

o\ &2 o@

gemaess Thren Erxkenntnissen aus der Aufgabe 1 ergaenzen:

% cp \mmm\mﬂrn.Oﬁ\ﬂmmHm\Q\Qmwnrams\NH\SmHN\mﬁmmmvmw.E .
ns = 288;

fs = 12;

£l = qu

t = Hwam@momAnH nH+Abm 1) /fs, dmv~

. e o=

% Einlesen der @chasmmmmﬁammma

y = load ('/afs/ethz. oU\zmmHm\Q\Qmposama\wbm\smmmmn dat!')
subplot(2,1,1)

plot (t,y)

nanmA.Zmpmdmme mﬁcdasmmmmﬁwﬁummmw Monatsmittell)
ylabel('m.u.m.")

a

% Einlesen der Niederschlagsdaten

z = load ('/afs/ethz.ch/users/d/deichman/klima/regen.dat")
subplot (2,1, 2)

plot (t,=z) : :
title('Chur: Niederschlag Monatssummen')
ylabel ('mm!')

xlabel ('Jahr!')

w.anOFOHHmenHOde Avwmmwav
figure (6)

Yy =

ZZ =

nlag = length{xx);

~

lag = ﬁrmwanHm@\wvHHHMMNAdem\MVHN % Zeitachse fuer die Korrelation

subplot(3,1,1)

‘plot (lag, %%v .

title ('Grundwasser bchWOHHmHmnHOS ) )
subplot(3,1,2)

plot Awwm~nmv

title('Niederschlag bsWOWOAﬁmHmnHOE )

% Kreuzkorrelationen (biaged)

Yz = i % Kreuzkorrelation der zwei Zeitreihen

‘subplot(3,1,3)

plot (lag,yz) :
title(!Korrelation Grundwasser und Niederschlag')
xlabel ('Lag (Monate)!')

in Ihr Arbeitsverzeichnis kopieren und die fehlenden Teile

a0 0P o

% Autokorrelation des Grundwassers
% RAutokorrelation der Niederschlaege

‘% Vergleichen Sie die Lage der Maxima der Korrelationen:

find (yy==max(yy))
find (zz==max(zz))
mwSQﬁwnuanxA%va

Mit einer Vergrosserung des zentralen Teils der letzten -
bUUpw&ﬁd@WOmSszmwmAmhovvme<mﬂmom@mﬂcme£Hmo:ms

Ohcsaswmmmﬁmbwmmmw und Zwmamwmowwmw sichtbar machen.
axis ([-5,5,-0.5,0.5])

Fuer eine Ummmmnm bsmpommcsm\ muesste man z. wmv Tages-
werte statt Monatswerte verwenden.

Q@ @

o

Vergleichen Sie diese Resultate mit einer "unbiased" Normierung.
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| Erginzung zur DFT

Die Diskrete Fourier Transformatlon (DF T) u_nd thre Ruthra.nsformatlon ist
wie folgt definiert: s

= At Z’.:z:ne;j%lr‘?n k-_—'O,.,.,f.V—I
' n=0 . /
1 N1 27\'

+3
= NAtZX’“e |

Dabei ist N die Anzahl Punkte in der Zeitreihe z;,, welche als Folge {z,}
zu verstehen ist, und dementsprechend ist auch X} als eine komplexe Folge
- { Xz} zu betrachten o ‘
Die Hmtransformatlon stellt eine Analyse dar, welche eine gegebene

*n=0,...,N -1

- .Zeitreihe z, in ihre Frequenzanteile X zerlegt. X, wird auch als

diskretes Fourier Frequenzspektrum bezeichnet. Die Ricktransformation
entspmcht hingegen der Synthese einer Ze1trelhe aus einzelnen harmonischen

- 'Schwingungen. :

Man beachte zweierlei:

e Die komplexe Folge {X}} ist pemodlsch mit der Penode N.
o Fir reelle Slgna.le {z,} gilt X_k =X fir 0<ESN-1).

Zum Beweis der ersten Aussage betra,chten wir dle DFT fir einen e1nz1gen :
beheb1gen Wert von k:

- N-1 - Nl‘ 2 ) k
Xk-AtZ:z:e’ ¥ —Atan{cos 7E\]:n]‘—jsi]:l[27;—vn]} ;

‘n=0 , n=0

| ,'Eﬁtsprechend gilt fir £+ N:

o =84 3, vl ey 2 My

Durch anwenden der Summationsformeln far Cosmus und Smus und unter
Beriicksichtigung, dass fiir ganzzahlige n, cos(27n) = 1 und sin(27n) = 0,
folgt: !

27 (k + N)n. 2nkn  onkn,
SAAE T VT 27n] = cos|:
cos| N ] = gos[ N —I—. 7n) _rcos[ ~ ]
mad ol + N kn ok
| | sm[—i—-;—)nl '3111[27r = -+ 27rn] = éin[ Z-Vn]
und somit ist _ '
‘ Xin = Xp.

1
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a) Rechteck-Funktion: At = 1/128 5; N = 256.

b) Amplitudenspektrum berechnet mit N = 256.
¢) Amplitudenspektrum berechnet mit IV = 2048

d) Wie ¢) in Log-Log Darstellung

e Gemiss der Definition des Amphtudenspektrums (Betrag der: Fourier-
transformatlon) sind die negativen Spektralwerte positiv dargestellt.

. Somit ‘erscheinen die Nulldurchginge im Spektrum (vergleiche mit der
‘Abbildung im Sknpt) als abwarts genchtete Spltzen

e Da die Abtastrate fs = 1/At =128 Hz ist fN,_,q = 64 Ha. In b) und
c) sind jedoch nur die ersten 10 Hz da.rgestellt

) Das Spektrum in‘b) erscheint so zacklg, weil die Spektra.lwerte genau

bei den Frequenzen kAf, (k = 0,...,128) abgetastet werden und Af = |

1/(NAt) = f,/N =05 Hz.

e Das Spektrum in ¢) wurde: hmgegen mit N = 2048 berechnet, somit.

ist Af = 0.0625 Hz und das Spektrum erscheint wesentlich glatter.

s Die Amphtude des Spektrums bei der Frequenz 0 entspncht der Fliche
der Funktlon im Zeltberelch :

o Fir Frequenzen oberhalb des Bereiches des Hamptma.xzmums ist der

' Amphtudenverlauf fiir das Rechteck proportional zu 1/f.

@
1t | :
) 10” }
_0.8-“
0.6} . _ I 10Tt
0.4} -
0.2} . '
0 0.5 ) 1 - 15 2 » 10~ 10 A 210
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(> I T
'.(b) 1. 0.8+ 1\ © 1
0.6f |
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(1)

Zeit(s) S , Zeit (s)

(@)

o 20 .8 0 10 . 20
- Frequenz (Hz) o _ ~ Frequenz (Hz)

Die-beiden harmonischen Signale haben die Form

z(t) = Asin(2rft + §)

mit A= 3, 6= 45° und f = 8 (Signal'1)bzw. f = 16 (Signal 2). Beide Sig-’

* pale sind 4 Sekunden lang (256 Punkte) und wurden mit 64 Hz abgetastet.
Bei Signal 1 entspricht dies 8 Punkten pro Signalperiode und die Phase
ist so gewihlt, dass Maxima und Minima der Schwingung immer mit einem
Abtastwert zusammenfallen. Somit geniigt die lineare Interpolation um das
vorgegebene kontinuierliche Signal amplitudengetreu wiederzugeben.

Bei Signal 2 hingegen ergibt die gewihlte 'AbtvaStra,te nur 4 Punkte pro
Signalperiode (1/At = 64 Hz) und die fallen immer zusammen mit den
Werten ‘ 7 ‘ N »
‘ or FhAt = 7 /4,37 [4,57 [4,TT[4,. ..

Daher sind die Maxima und Minima bei £2.1 = +3+/2/2 abgeschnitten. Ob-
wohl die Signalfrequenz von 16 Hz noch ein Faktor 2 pnterh_a.lb der Nyquist-
frequenz liegt (fayq = 32H 2) kann die lineare Interpolation das kontinuier-
liche Signal nicht amplitudengetren wiedergeben. :

Wie die zwei Spektren aber zeigen, ist ‘bei der Abtastrate von 64 Hz
. trotzdem die volle Information im Signal enthalten: Bei einer Signalldnge
von T = 4s und einer Signalamplitude 4 = 3 betragt die spektrale Ampli-
"tudendichte 37/2 = 6, wie von dér Theorie gefordert.

Aber wo sind die von det Theorie geforderten seitlichen Ueberschwinger
aus der Faltung mit der Sinc—Funktion geblieben? -

30




" Das harmonische Signal 1 hat die Form w(t) = Asin(27 ft + ¢), mit

=3, ¢ = 45°, f = 8, Abtastrate f, = .64 Hz und Signallinge T = 4s = 256

Punkten :
Das Spektrum (a) wurde mittels FFT mit 256 =28 Punkten berechnet
Bei einer Nyquist Frequenz fNyq = fs/2 =32 Hz ergibt dies 256/2+ 1=129

Frequenzwerte. und 128 Frequenzmtervalle zwischen 0 und 32 Hz. Dies
_entspricht einem Frequenzintervall Af =32/128 = 1/4 Hz. Das Spek-
trum wird also bei den Frequenzwerten k/4 Hz (k = 0,1,2,...,128) und

somit auch genau bei der Frequenz f = 8 Hz abgetastet. Darum wird der
Amplitudenwert als T'/2 = 2 richtig wiedergegeben. Die Nebenmaxima (side
lobes), wie sie von der Theorie zu erwarten wéren, sind aber nicht sichtbar.
Der Grund ist, dass die diskreten Frequenzwerte im Spektrum an den Stellen
+n/4 (n=1,2,...) beidseits des Maximums bei 8 Hz angeordnet sind und

diese Stellen genau mit den Nulldurchgingen fo — fn = :tn/T ~En/4

(n=1,2,...) ibereinstimmen.
Das Spektrum (b) wurde mit 1024 = 20 Punkten berechnet (zero

padding von 257 bis 1024). Das ergibt 512 diskrete Frequenzintervalle zwis-

chen 0 und 32 Hz sowie Af = 32/512 = 1/16 Hz. Das zero padding
verlangert das Signal natiirlich nicht: 7 ist immer noch 4 Sekunden lang
und somit sind die N qudurchGange im Spektrum weiterhin bei n/4. Hz. Aber

jetzt werden auch Spektralwerte zwischen den Nulldurchganven abgetastet
" und die erwarteten Nebenmaxima werden sichtbar. '

(1),
2 N
0
ot
4 -l e b b t : L L
-0 05 1 15 2 25 3 35 4
- ’ Zeit (s)
6 ; 6 -
(@) 4 ()
5t N - 5F 1
» 4+ At
37 3t
ot 2r
1t
0 i 0 ‘ 3‘0
0 10 20 30 _ 20
Frequenz (Hz) ‘ o ) - Frequenz (Hz)




Frequenz (Hz) : o ' Frequenz (Hz)

Das harmonische Signal 1 hat die Form z(t) = Asin(2rft + ¢), mit

=3,¢= 45°, f =8, Abtastrate fs =59 Hz lind Signallange T = 4.9 = 236 ‘

Punkten
Das Spektrum (a.) wurde 1mtte15 FFT mit 256 = 28 Punkten berechnet

(zero padding mit 20 Punkten). Bei einer Nyquist Frequenz fNyg = fs/2=

~ 29.5 Hz entspricht dies einem F:requenzmtervall Af = 295/ 128 =~ 0.23

Hz. Das Spektrum wird also bei ‘den Frequenzwerten 0.23k Hz (k =
0,1,2,...,128) und somit nicht genau bei der Frequenz f =-8 Hz abge-
tastet. D1e Lage des Maximums ist leicht nach rechts verschoben und der
Amplitudenwert ] ist 5.3 # 3T7/2. Sowoh! das Haupmaximum als auch die
Nebenmaxima sind viel breiter als erwartet: Dies ist eine Form von spectral

" aliasing.

Das Spektrum (b) Wurde mit 1024 = 2'° Punkten bere‘chnet Das
ergibt 512 diskrete Frequenzmtervaﬂe zwischen 0 und 29.5 Hz sowie Af =
29.5/512 = 0. 0575 Hz. Das Spektrum wird feiner abgetastet: Sowohl die

- Lage und Form der Maxima als auch der Maximalwert ndhern sich dem -
theoretlschen Ergebnis.
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