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Kapitel 1
Digitalisiérung

Einfiithrung

Ein Merkmal der Signalanalyse ist, dass es keine eindeutige und einzig
richtige Losung oder Antwort zu einem Problem gibt, sondern dass die
anzuwendenden Methoden von den gegebenen Daten, von der gewiinschten
- Information und vom mdglichen Aufwand abhangen. Das Vorgehen wird im
Allgemeinen der jeweiligen Problemstellung mehr oder weniger gut angepasst
sein, aber die entsprechenden Kriterien sind oft nicht eindeutig. Es geht also -
in der Praxis meistens darum, die jeweiligen Vor- und Nachteile verschiedener
Methoden entsprechend der vorgegebenen Problemstellung abzuwigen.

Das Schema in Abbildung 1.1 zeigt stellvertretend fiir viele Beobachtun-
gen in der Geophysik, wie ein Seismogramm entsteht und was man mit der

digitalen Signalverarbeitung schliesslich bezweckt. Das Quellsignal (eine von - '

einem Erdbeben oder einer Explosion verursachte elastische Welle). wird auf
seinem Weg durch die Erde in seinen Eigenschaften stark verindert (durch
Reflexion, Brechung, Streuung und anelastische Dampfung) und verursacht
dann an der Erdoberfliche komplizierte Bodenbewegungen. Diese Boden-
bewegungen werden als Seismogramm aufgezeichnet, wobei das Aufzeich-
nungsintrument (Seismograph) wiederum entsprechend der jeweiligen Instru-

menteneigenschaften die wahre Bodenbewegung nur verzerrt wiedergibt. In~

der Geophysik sind wir nun daran interessiert, aus den beobachteten Sig-
nalen eintweder etwas iber die Quelle oder iiber die Struktar des Ueber-
tragungsmediums auszusagen. Zu diesem Zweck miissen wir versuchen, die
unerwiinschten Einflisse auf das beobachtete Signal wieder riickgangig zu
machen oder diese Einfliisse bei der Vorwartsmodellierung unserer -Signale
zu beriicksichtigen. .

Die” Verkniipfung zwischen Quellmgnal Uebertra;gungsmedium und
Aufzeichnungsinstrument lasst sich mathematisch durch die Operation der
Konvolution modellieren. Liegen nun die Signale digital, das heisst als Folge
von diskreten Zahlenwerten vor, und konnen wir die Eigenschaften des Aufze-
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1chnungsmstrumentes quant1ﬁmeren dann ist es zum Beispiel moglich, die '
_ instrumentenbedingte Verzerrung durch die Operation der Dekonvolution
zumindest teilweise wieder riickgangig zu machen. Dass dies nur teilweise
mdglich ist, hat unter Anderem damit zu tun, dass in der Praxis all dlese
Prozesse von Noise begleitet ‘werden. :

Dadurch, dass Computer fiir die Signalverarbeitung eingesetzt werden,
kommt der diskreten Betrachtungsweise immer mehr Bedeutung zu. Diskrete
Daten konnen durch abtasten und digitalisieren von kontinuierlichen Sig-
nalen (Bsp. Ausgang eines Seismometers) gewonnen werden, oder schon
" in diskreter Form anfallen (Bsp. iiber ein Gebiet verteilte Schweremessun-

~ gen oder eine Folge von einzelnen Temperaturmessungen iber ein Zeitinter- -

vall). Die Beschreibung eines Vorganges mit den kontinuierlichen Metho-
den der "klassischen Mathematik” (durch Darstellung mittels reeller Zahlen)
im Gegensatz zur dlgltalen Computer Mathematik” (Zahlendarstellung mit
einer begrenzten Genauigkeit) ist eine Frage der Zweckmaissigkeit und der
vorhandenen Mittel. Streng genommen sind die Begriffe kontinuierlich und
diskret nicht unbedingt Eigenschaften der "physikalischen Realitat”, sondern
unserer Modelle der Realitit und somit nur eine Frage der Betrachtungsweise.
Diese eher philosophischen Ueberlegungen sind von Bedeutung zur Vermei-
dung von begrifficher Verwurung (Bsp determlnlstlsche und stochastische
Signale).

Es ist zweckma351g, zw1schen den mathemat1schen und den techmschen'
" Aspekten der Signalverarbeitung zu unterscheiden. Im ersten Fall spncht




man vom Uebergang kontinuierlich/diskret, im zweiten von der Umwandlung
analog/digital. Streng genommen besteht der Uebergang vom Kontinuum
zum Diskreten, bzw. vom Analogen zum Digitalen, aus zwei Teﬂschntten
der Abtastung und der Digitalisierung im engeren Sinn.

Auflosung und Dynamik
" Bei der Digitalisierung (im engeren Sinn) wird ' jedem Abtastwert ein
diskreter Zahlenwert der ein ganzzahliges Vielfaches einer kleinsten Ein-
heit ist, zugewiesen. Dabel entstehen Rundungsfehler, die unter Umstanden
berucksmhtlgt werden missen. Unter gewissen Annahmen kann man den
Fehler als eine Ueberla,gerung des wahren Signals mit einem Zufallssignal
betrachten. Wird korrekt gerundet (auf die nichste ganze Zahl auf- oder
abgerundet) so ist der Mittelwert m. = 0 und die Standardabwelchung
Lo, = nifV/1 \/_ mit n; die klemste Einheit. Die Varianz einer Grosse z ist
definiert durch

o :/ (z —me)? p(w)dw

Bei einer korrekten Rundung gilt, a = —1/2, b= +1/2, m, = 0. Fir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung p(a:) einer zwischen a und b gleichverteilten
Zufallsgrosse gilt,

1 1
)= = i s
Dann folgt
4 +1/2 3 1+1/2
% —/ = =(1/8 +1/8) = 1/12.
1/2 _1/2 3

Wird hingegen auf die nachstkleinere ganze Zahl abgerundet, kommt noch
ein Systematischer Fehler von —n;/2 hinzu. (Streng genommen ist diese Be-
trachtungsweise nicht ganz zul3ssig, denn eine Verteilung, welche nur durch
ihren Mittelwert und ihre Varianz definiert ist, entspricht einer Gauss’schen
Normalverteilung. In diesem Fall haben wir es aber mit einer gleichverteilten
Zufallsgrosse zu tun.)

Das Verhaltnis zwischen dem maximal und minimal darstellbaren Wert
nennt man die Dynamik eines Signals.. Sie ist oft durch die Integer Darstel—
lung des A / D-Wandlers beschrinkt.

Beispiel: Ein 12-bit A/D-Wandler Eann Werte zwischen +21 1 = 42047
' erfassen. Die kleinste E'mhezt oder die Auflosung ist somit 1/2047 des
Magzimalwertes.



In der Praxis muss man sich oft entscheiden zwischen einer maximalen
Verstarkung des Emgangsmgna,ls, die die vorhandene Bodenunruhe noch
auflost, und einer minimalen Verstarkung, die die zu erwartenden stirksten
Nutzsignale nicht. abschneidet. In letzterem Fall spricht man von einer Ue-
bersteuerung des Aufzeichnungsinstrumentes bzw. des A/D- Wandlers.

Die Dynamik wird oft in db (Dezibel) angegeben. Fiir den oben
erwihnten 12-bit Wandler ist die Dynamik 20log,,2047 = 66.22db. Zur.
raschen Abschitzung eines Wertes in db geniigt es zu wissen, dass jede -
Verdoppelung ungefahr einer Zunahme um 6db entspricht und, dass £3db
ungefahr gleich einer Multiplikation oder Division durch /2 ist.” Somit ist
2047 ~ 21! = 66db.

Bei der Realisierung von Brelt—Band oder Ultra-Breit-Band Seismo-
graphen (broad band, BB, oder very broad band, VBB) werden 24-bit
A /D-Wandler gefordert (= 140db) um den enormen Dynamik-Bereich von
6 Grossenordnungen zwischen der kurz- und langperiodischen Bodenun-
ruhe, bzw. der entsprechenden Nutzsignale, zu iberdecken. Ein soge-
nannter “Gain-ranging Amplifier” ist nur eine halbe Losung. Dabei wird,
damit die starken Signale nicht iibersteuert werden, die Eingangsempfind-
lichkeit automatisch herabgesetzt, aber dadurch wird auch die Aufldsung der
schwacheren Signalanteile reduziert.




‘Kapltel 2

”Dle Laplace Transformatlon

Definit idn_

Sei h(t) eine kontinuierliche Funktion im Bereich ¢ >0 dann ist die Laplace
Transformation von A(t) , L :
gm@nzgﬂg):/whakﬂwt

, o o _ o \
Obwohl man in vielen Fillen die Variable s als reell betrachten kann, ist s im

Allgemeinen komplex, mit s = o + jw. Eine in der Praxis zweckmassige und
hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Laplace Transformierten ist

/”WmaWﬁ<m

fiir ein reelles positives oy. Das helsst mit ¢ — oo darf |h(t)] nicht schneller
wachsen als e”1f.

Bez1ehung zw1schen F. T und L. T
Sei h(t) causal, dann ist h(t) =0 fur t < 0, und sei ausserdem
[T k@) <,
dann existiert die‘.Fou.rier‘ »Transformierte von h(t) -
F®) = Be) = [~ b

Ein Vergleich mit der Deﬁnﬁtidn der Laplace Transformation zeigt dann, dass

Fir@)} = LL(E)}Homjor

Bei der Laplace Transformation bewirkt der Realtell von s eine Art
- Dampfung des Integranden, so dass das Laplace Integral fiir viele Funktlonen
'konverglert fiir welche das Fourier Integral nicht ex1stlert

oo f 5

¢



| ,Die’ Rﬁcktransformatioﬁ

Im allgemeinen Fall kann die inverse Laplace Transformation iiber das soge-
‘nannte Fourier-Mellin oder Bromwhich Integral berechnet werden:

o+joo
h(t) = £ I{H(s)}—ﬂ [ eth(s)s.

Diese Integmtlon in der komplexen Ebene wird entlang einer senkrechten
Geraden durch einen fixen Punkt o ausgefiihrt, so dass alle Singularitaten
von H(s) links davon zu liegen kommen und der Re31duensatz angewendet
* werden kann.

Sehr oft lasst sich aber H (s) durch Partialbruchzerlegung in eine
Summe elementarer Funktionen umwandeln deren Laplace Transformierte
in entsprechenden Tabellen nachgeschaut werden konnen.

Elementare Laplace Transformationen

Es gelte immer A(t) = 0 fir £ < 0. |

h(t) = 6(t) «—> ﬁ(s) =1

h(t) =ue(t) =1« H(s) = —-, s>0
n!
h(t)—t"(—ﬁH(s) o 5> 0,n>0
h(t)z’e“t+—>H(s)= — 8>
Cm -l
h(t),: tneat — H(s) :'m7 s>a, n>0
h(t) = sinat «— H(s) = 5_2——(:_&-’ s>0
h\(t)zcosateQ—)H(s)stf_—éi, 5>0
. b
h(t) = esin bt «— H(S) -(—-a)—2'ﬁ, $>a
‘s—a '
h(t)—e COSbt%——)H(S) (—:;')—Zng-,’S’>a
h(t):sinhatHH(s): 5, 8> |a
h(t) = cosh at <—>H(s)v: s > |a




Wichti‘g_'e Eigenschaften der L. T.

 Linearitat _ ‘ o
' L{cih(t) + cag(t)} = et H(s) + e G(s)
* Verschiebung 7) | _
» L{h(t—c)} = e H(s)
Substitution o .
' ' L{e”*h(t)} = H(s —a)
- Skalendnderung : ' . |
CL{h(et)} = SHE), ¢> 0
, ¢ ‘e
Ableitung ,
L@} = sH() - o)
- L{R"(t)} = s> H(s) — sh(0) — K'(0)
Integral ,‘ . '1
e[ ) -
Faltung .

c { / ‘: R(r)g(t — T)d’r} = L{A(t) 9(8)} = H(:)G()



Beispiele
Laplace Transformatlon des é-Impulses

- Der 6- Impuls ist bekannthch keme Funktion im herkdmmlichen Sinn sondern _

" eine sogenannte vemlgememerte Punktion. Eine mathematisch einwandfreie
Abhandlung gehort in die Theorie der Distributionen. Anschaulich kann
der é-Impuls aber als Limes einer von mehreren. herkommlichen Funktionen
betrachtet werden. Wir betrachten eine Rechteckfunktion' der Hohe 1/e und
der Breite ¢ und mit dem linken Rand an der Stelle t = 0:

: 0 t<0 v
8(t)y = /e 0<t<e
0 t>¢

Wenn ¢ gegen 0 geht dann wird 6(t) unendhch schmal und unendlich hoch.
Ausserdem gilt die folgende bekannte Beziehung:

[~ eyt =tim [ ldt:hm -1-d’t_-hm [Z] =1

-0 & s—>0 e—0 0

Die Laplace Transformjerte des 6—Impulses ist

£{5(0)} = lim / —e "t = hm‘[—ie—s.t]ghml-"e_
[¢]

e—0 s€ e—0 SE

Unter Anwendung der Regel von L’Hospital folgt dann

—8&

‘ .. S€
£{5(0)} = lim >

= 1.

Laplace ’I‘l‘anstrmation der Sprung‘funktion

Die Heaviside’sche Sprungfunktion ist definiert als
0 t<0
to(t) = { 1 t>0

- Die Laplace Transformierte der Sprungfunktion ist

—~5t]®

Lluo(t)} = / 1e~*tdt = [e L:

1
s 3

- Dieses Resultat folgt auch aus dem Integralsatz der Laplace Transformatlon
und der Tatsache, dass die Sprungfunktion das Integral des 6-Impulses ist.



Nullpﬁnktverschiebung

Sei H(s) die Laplace Transformierte von h(t) und k(¢ —c) die um den Betrag
¢ nach rechts verschobene Funktion &(%). Da eine Voraussetzung der Laplace
Transformation ist, dass h(t) = 0 fiir ¢ < 0 ist, folgt auch, dass A{t —¢) =0
fiir t < ¢ sein muss. Die Laplace Transformation von A(t — ¢) wird somit

| Ll{h(t"— ) = /0 " h(t - ) dt _ / " h(t — )t

c

: Mittels der Variablensﬁbsﬁtutio_n t = 7 +c erhalt man
ﬁ{k(t —c)} = /oo h(T)e_é(%+c)dT =e % /oo h(t)e™*"dr = e"*H(s).
0 - Jo , .

Um die Bedingung, dass h(t—c) = 0 fiir ¢ < c ist, explizit zu beriicksichtigen,
wird der Verschiebungssatz in manchen Textbuchern auch wie folgt for-
muliert: '

Clu(Oh( - )} = e~ H(s), o
wobei u.(t) die Heaviside’sche Sprungfunktion an der Stelle ¢ = c ist:

0 t<e
1 t>¢

wlt) = oft =) = {

Laplacé Transformation der Ableitung einer Funktion |

Sei H(s) die Lapldcel Transformierte und A’ (t) die Ableitﬁng der Funktion
k(t). Die Laplace Transformation von h’(%) erhalt man ohne Schw1er1gkelten
durch partielle Integration:

LK)} = /0 (et = [h@ye] - J{)  ht)(=s)e~"dt

C{R(H)} = —h(0) + s A " h()e~tdt = sH(s) — h(0).

Wenn 7(0) =0 ist, dann erhalt man also die Laplace Transformierte der
Ableitung einer Funktlon einfach durch Mulmphkatlon mit s und die Trans-
formierte des Integrals erhalt man durch eine entsprechende Division durch
s. ' '




:Uebung

Gegeben sei eine lineare Di_ﬂ"erentialgléichung 2. Ordnung der Form
j+byt+ey==2

Aufgabe Fiihren Sie die Laplace Transformation dieser Gleichung aus und -
Losen Sie nach Y (s) auf, unter der Annahme, dass alle Anfangsbedmgungen

gleich 0 sind (d.h. §(0) = )?(u%d y(0) = 0). Ve
2 j ? 7 <y % 4( (}0) /

i %‘%fié%?zﬂf’(%ﬁ‘ QR
. | | . bg)”(’g} %(9)*C//S)

10




Kapitvel 3
Das Seismometer

| E-inleitung

Das wichtigste Hilfsmittel zur Sichtbarmachung und zur qua,ntltatlven Er-
fassung der seismischen Bodenbewegung ist das Seismometer. Ein griind-
liches Verstandis des.Funktionsprinzips dieses Instrumentes ist somit er-
ste Voraussetzung fiir jegliche weitergehende Analyse seismischer Signale.
Dies ist besonders wichtig, weil die Seismogramme, welche vom Seismometer
aufgezeichnet werden, nicht die wahre Bodenbewegung wiedergeben, son-
dern nur eine Darstellung sind, welche durch die charakteristischen Eigen-
schaften des Seismometers modifiziert wurde. Durch geeignete Rechenver-
fahren konnen diese Modifikationen aber zumindest teilweise rickgangig
- gemacht und somit ein wirklichkeitstreueres Bild der Bodenbewegung er-
reicht werden. Aus diesem Grunde ist es nitzlich sich als’ E1nst1eg in. die
seismische Signalverarbeitung mit der Funktionsweise des Seismometers au-
seinanderzusetzen. Dabei konnen auch viele Begriffe, die in der Signalver-
arbeitung ganz allgemein Verwendung finden, wie Impulsantwort, Uebertra-
gungsfunktion, Amplituden- und- Phasenverha,lten eines Filters, usw., an-

" schaulich erlautert Werden ’

Die Differehti_algleichung des Seismometers

Betrachten wir eine Koordinatenachse, welche im Raum fixiert ist aber weder
mit dem Boden noch mit dem Seismometer verbunden ist (positiv nach
oben). Dann sind z(t) die Position des Seismometergehduses (und damit
des Bodens) und y,,(t) die Position der Masse beziiglich dieser Koordi-
natenachse. Die Federkonstante sei k und die geschwindigkeitsproportionale

Dampfungskonstante r. Fiir ¢t < 0 gilt £ = y,, = 0, d.h. der Boden ist in

Ruhe und die Masse ist in der Gleichgewichtslage. In der Gleichgewichtslage
ist die Feder gegentiiber ihrer Lange im unbelasteten Zustand um den Be- -

-

11
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Figur 3.1: Das Seismometer

trag Al gestreckt und die Schwerkraft —mg ist durch die Auslenkui;lg EAl
kompensiert. Ist die Masse gegeniiber dieser Gleichgewichtslage ausgelenkt
relativ zum Seismometergehiuse und in Bewegung, dann wirkt die Federkraft
—k(ym—) und zusatzlich die geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft
—r(gm — &) Die Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung der Masse aus der -
Gleichgewichtslage lautet dann:

MG + 7(Jm — &) + E(Ym — z) = 0.
Um eine Differentia,lgleiéhung fiir die einzige messbare ‘Grésse, namlich die
relative Auslenkung zwischen Masse und Seismometergehause,” :
’, Yt =ym—
zu erhalten, addiert man auf beiden Seiten —mi#. Aus Griinden der
Zweckmassigkeit dividieren wir durch m und setzen 2p = r/m sowie wi =
k/m und erhalten so die Bewegungsgleichung des Seismometers:
7+ 209 + wpy = —&.

Diese ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fir
die relative Auslenkung y(t). Der inhomogene Term, namlich die treibende
- Kralt, ist nach Division durch m genau die Bodenbeschleunigung. - -

K‘l'a's_srischer Losungsweg

Da nach der Theorie von Fourier die meisten Funktionen als Ueberlagerung
~ von harmonischen Schwingungen verschiedener Frequenzen dargestellt wer-
den konnen, betrachten wir als Input eine Bodenbewegung (Verschiebung)

12




in Form einer harmonischen Schwingung mit Kreisfrequenz w, die gegeben
ist durch z(¢) = A;e*. Die Bodenbeschleunigung ist dann & = —w?A;e’".
Es ist dann naheliegend wieder den Losungsansa,tz fur y(t) in Form einer
ha,rmomschen Schwingung zu machen

— Ao ejwt

§=—w?Aevt

37=J'WA'éjwt '»wf/(ﬁ*w ZQMJM AM
M

Die Koefﬁmenten A; und A, sind im Allgemeinen komplex. In die Differen- \

z"

tialgleichung eingesetzt ergibt dies: ._) o
| —w?A, + 2pj‘on +wiA, = wrA; <

und A, w? : Y(w)
E TR W +]2pw = H(w) = X(w)

Da,s Verhaltnis von Ausgang (4,) zu Fingang (A;) als Funktion der Fre-

quenz wird allgemein als Frequenzgang oder Frequenzantwort ( frequency re-
sponse) eines Systems bezeichnet. Es entspricht dem Verhéltnis der Fourier

Transformierten des Ausganges zur Fourier Transformierten des entsprechen-

‘den Einganges und stellt eine vollstandige und eindeutige Beschreibung, der
Eigenschaften des Systems dar. Oft wird H(w) auch als Uebertragungsfunk-
tion bezeichnet, obwohl streng genommen dieser Ausdruck dem im nachsten
Abschnitt eingefiihrten Verhéltnis der Laplace Transformierten vorbehalten
sein sollte. )

In unserem Fall gibt der Ausdruck H(w) das Verhaltnis an ZWISChen rel—
ativer Auslenkung der Selsmometermasse und der Bodenverschlebung als
- Funktion der Frequenz. Dabei sind w = 27 f, mit f die jeweilige Frequenz,
und wo = 27 fo, mit fo die Eigenfrequenz des ungedampften Seismometers.
Durch umformen erhilt man die Exponentialform der Frequenzantwort:

" A, oW

Hw)=—= —
( A; \/(w?, — w2)? 4 4p2w?
wobei 9 '
¢ = d(w) = arctan pw2=
—w

Oft erd d1e Dampfung p= fwo gesetzt Mlt ¢ = 1 erd p = wp und man
spricht von kritischer Dampfung. Die jeweilige Dampfung des Seismometers

wird dann in Prozent dieser kritischen Dampfung angegeben Typlsch ist
60-70% (£ = 0.6 — 0.7). Der Betrag ist dann

w? w? Jw?

V(@i —w?)? + 4s2waa;2 \/<1 — w?/w)? + 452w2/w

|H(w)] =

13




und die Phase

—25&)/(&){) .
1—w?fwg

o —2bwew
w) = arctan ' ‘= arctan

Tragt man den Betrag als Funktion von w auf, sieht man, dass ein Seismome-
ter als Hochpass-Filter wirkt. ‘ ‘

Lésung mit Laplace Transformation

Seien X (s) und Y(s) die La?lace Transformierten von z(t) und y(t), daﬁ
ist die Laplace Transformation der Differentialgleichung
2 tedy=—d
gleich- | 7 7
() 9(0) — 5(0) + 20[Y () ~ y(O)] +2Y (5) = ~[5X ()~ 52(0) ~4(0)]
und -
| (s? +2ps + wg)Y(s) — (s +2p)y(0) — 5(0) = ,—szX(s)'—I- sx(O) + z(0).

~ Betrachten wir den Fall in dem zur Zeit ¢ = 0 sowohl der Boden als auch
die Seismometer Masse in Ruhe sind: z(0) = £(0) =0 und y(0) = y(0) = 0.
Dann erhalten wir die komplexe Uebertragunsfunktion (transfer function)
des Seismometeérs: '

Y(s) ~g*-
X(s) s+ 2ps+wh

\ v. H(s) =

Die Variable s ist eine komplexe Variable und wird als komplexe Frequenz
bezeichnet: Beschrankt man. die Laplace Transformation auf die imaginare
Achse indem man s = jw setzt, dann erhilt man die Fourier Transforma-
tion und die Uebertragungsfunktion H(s) wird zur weiter oben hergeleiteten
Frequenzantwort H(w). ) .

Schreibt man Y(s) = H(s)-X(s), dann beschreibt (s) wie'das System im
komplexen Frequenzbereich ein Eingangssignal X (s) in ein Ausgangssignal
Y (s) verwandelt. In unserem Fall entspricht H(s) dem Seismometer, X(s)
der Transformierten der Bodenverschiebung und Y(s) der Transformierten
der Relativen Auslenkung der Seismometermasse. Amnalog zur entsprechen-
den Eigenschaft der Fourier Transformation ist aus der Theorie der Laplace
Transformation bekannt, dass der Multiplikation im Frequenzbereich eine
Faltung im Zeitbereich entspricht:

Y(s) = H(s) - X(s) — y(t) = h(t) * (2).

14




Freguenzgang des Seismometers
Daempfung: 0.1, 0.4, 0.7, 1.0
Output/Input: D/D, V/V, A/A
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Figur 3.2: Freqpenégang des Seismometers: Die verschiedenen Kur-
ven entsprechen unterschiedlicher, von oben nach unten zunehmender
- Dampfungswerte. o ‘



Zum Beispiel, sei z(t) = 6(t), ein Dirac-Impuls, dann ist X (s) = 1 und
Y(s) = H(s). Daraus folgt y(t) = h(t) = 8(t) = Rh(t) und h(t) wird als.die
Impulsantwort (impulse response) des Systems bezeichnet. Da wir hier keine
Annahmen iiber die Form von h(t) gemacht haben, kann man dies als ganz
allgemeines Resultat formulieren: :

die Riicktransformierte der Uebertragungsfunktion ist die Impulsantwort des
Systems. ! .

Wichtig ist, dass man sich immer vergegenwartigt was fiir physikalische
Grossen am Eingang und am Ausgang einer bestimmten Uebertragungsfunk-
" tion stehen. Im vorliegenden Fall handelt es sich um die Bodenverschiebung
und die relative Auslenkung der Masse. Die Einheiten von Eingang und
Ausg.a,ng sind also gleich. ‘

Wenn man am Seismometerausgang die relative Schwinggeschwindigkeit
* der Masse misst, dann gilt die hergeleitete Formel auch fiir die Boden-
schwinggeschwindigkeit. Tatsichlich funktionieren die meisten Seismometer
nach dem Prinzip der Tauchspule und die am Ausgang gemessene Span-
nung (das Seismogramm) ist somit geschwindigkeitsproportional. ~Unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dass die Laplace Transformierte von g(t) =
sY(s) — y(0) und unter der Annahme, dass y(0) = 0, lautet die Uebertra-

gungsfunktion zwischen der Bodenverschiebung und einem Geschwindigkeit-
- sproportionalen Seismometer: g ' '

sY(s) —s°
X(s) _ s2 4 2ps + Wi’

Eichung des Seismometers

Das Eichsignal

Als Funktionstest und zur Eichung eines Seismometers ist oft eine weitere’
sogenannte Eichspule eingebaut, welche erlaubt die Masse des Seismometers
durch eine genau definierte Kraft auszulenken. Diese Kraft, bzw. Beschleuni-
gung, ist proportional zum Strom der durch die Eichspule fliesst. Die Eichung
kann entweder durch eine Anregung mit sinusformigen Signalen verschiedener
Frequenzen oder durch ein- und ausschalten eines konstanten Stromes erfol--
gen. Durch einschalten eines Stromes I wird die Seismometermasse einer
konstanten Beschleunigung a, ausgesetzt, welche je nach Vorzeichen en-
tweder der Schwerkraft entgegenwirkt oder sie verstarkt. Dies bewirkt, dass
sich die Masse m auf ein neues Gleichgewichtsniveau y. einpendelt. Dabei
gilt a. = (k/m)y. = w?y.. Der Vorgang ist dquivalent zu einer konstanten
Beschleunigung des ganzen Seismometers, a; = —ac = #(t). Mathematisch
wird der Fin- und Ausschaltvorgang durch die Heaviside Sprungfunktion
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Figur 3.3: Amplitudengang des geschwindigkeitsproportionalen Seismome-
ters gegeniiber einer Bodenverschiebung (D), - geschwindigkeit (V) und -
beschleunigung (A). Angenommen die Empfindlichkeit des Seismometers sei
1 Volt pro cm/sek im flachen Bereich der Uebertragungsfunktion (zwischen 2
und 10 Hz), dann betrigt die Spannung am Ausgang bei einer Frequenz von
0.5 Hz und einer Schwinggeschwindigkeit von 1 cm/sek nur noch 0.23 Volt.
Eine Bodenverschiebung von 1 c¢m bei einer Frequenz von 5 Hz verursacht
~ dann eine Spannung von'31.4 Volt am Ausgang. \
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ug(t) ausgedriickt:
| 0 t<0
Fazuo(?) :{ ta, t>0

Das Einschalten eines positiven Stromes oder das Ausschalten eines nega-
tiven Stromes zur Zeit ¢ = 0 verursacht eine positive Beschleunigung - auf die
Seismometermasse, so dass gﬂt #(t) =, —a,, fir t > 0. Die Laplace Trans-
formierte von # ist dann s2X(s) = —a./s und daraus folgt, X(s) = —a./s’.
Damit kénnen wir nur die Laplace Transformierte eines Eichsignals am Seis-
mometerausgang angeben: ‘

—8 C—Gc Gc

s¥(s) = s?+ 2p3 + w s2  s242ps+wh

Das elgenthche Eichsignal im Zeltberelch erha,lten wir dann durch Ruck—
 transformation von sY(s):

L

SY(S) & + 2ps + wi

sY(s) =
(=): (s4+p—1/p?— )3+p+\r

Fir unterkntlsche Dampfung (p < wo) wird

Vo? —wh =yl — = 9

und
a LG Q
G+pr+9  Q(s+pP+0

So umgeformt hat der rechte Teil dieser Gleichung dle Form -

b
(s —a)?+ 6%

| sY(s) =

Gemass der Tabelle der elementaren Laplace Transformationeﬁ ist das die -
Laplace Transformierte von e* sin bt. Damit erhalten wir die gesuchte Losung
fiir das Eichsignal: . ‘

y(t) = —e sm Q.

Ist die Dampfung in % der kntlschen Da,mpfung angegeben, dann ist p =
fwo und 02 = (1 — €%)w?. Bei kritischer Dampfung ist { = 1, typische
. Seismometer Werte sind 0.6 — 0.7. Die Glelchung des Elchmqpuises lautet

dann:
y(t) ——\/_——g_—'i;"e —&uwo sm(\/ 1— €2w0t).>

18



hm/s
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- Figur 3.4: Analytisches Eichsignal: Eigenfrequenz 1 Hz, Dampfung 0.6, Aus-
gang Geschwindigkeit, Eingang Sprungfunktion in der Beschleunigung

Wie weiter oben schon gesagt, wirkt das Seismometer alleine wie ein
Hochpass-Filter. In der Praxis muss aber, um das Abtastheorem nicht
zu verletzen, noch ein Tiefpass-Filter vor dem Analog/Digital-Wandler
hinzugeschaltet werden. Im Frequenzbereich entspricht dies einfach einer
Multiplikation der Uebertragungsfunktion des Seismometers mit derjenigen
des Tiefpass-Filters und im Zeltberelch einer Faltung der belden Impulsant- .
worten. :

Uﬁ_bung

Bei kritischer Dampfung wird p = we und {2 = 0. Frage: Wie sieht das
Eichsignal y(¢) in diesem Fall aus? Zeigen Sie (mit Hilfe der Tabelle der
elemantaren Laplace Transformatlonen) dass die Rucktra,nsformatwn der

Glelchung ‘

aC
32 +2ps + wi
das glelche Resultat hefert wie die Anwendung der Regel von L’Hospltal auf
die Glelchung

sY(s) =

y(t)— ”tstt ' ’ %
N J
e Gefeat)
_ //m _ Eé sxwﬂ‘f * {'\V‘A -~ ‘ . ‘
o v Do R
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Vérgleich zwischen Seismometer und Oszillator

‘Betrachten wir den Fall in dem ein konstanter Strom (—I;) durch die
Eichspule des Seismometers fliesst. Dadurch erfahrt die Masse eine zur
Erdbeschleunigung (—g) zusatzliche Beschleunigung (—a,) und sie wird in
eine neue Gleichgewichtsposition (—y.) ausgelenkt, wo sie wieder in Ruhe ist
(y = 0). Nach dem Gesetz der Federkraft gilt —a, = —(kfm)y. = —wiY,.
Wird der Strom nun abgestellt, so erfihrt die Masse eine Bechleunigung
+a, = wly, und sie pendelt sich wieder in die urspriingliche Gleichgewicht-
slage y = 0 ein. Bei diesem Vorgang misst man am Seismometer Ausgang
das geschwindigkeitsproportionale Eichsignal, das oben hergeleitet wurde:

g(t) = %c-e—”t sin §)¢.

Mit a, = wiy, wird

w2 ’

y(t) = ycﬁe"”t sin Q1.
Physikalisch entspricht ‘der zuletzt beschriebene Vérgang genau dem Fall
eines gedampften harmonischen Oszillators mit den Anfangsbedingungen
y(0) = —y. und y(0) = 0. Die entsprechende Losung fur die Auslenkung
der Masse lautet: : ’

y(t) = —y.e "(cos Ot + %Sin 0e).

‘Leitet man diese Beziehung ab, so erhilt man wie erwartet

o
y(t) = yc—Qge"”t. sin §)¢.

Pole und Nullstellen

Wie wir gesehen haben ist das Verhalten des Seismometers durch die Ue-
bertragungsfunktion eindeutig bestimmt. Wenn die Uebertragungsfunktion

als Verhaltnis von zwei Polynomen dargestellt ‘werden kann, dann ist es oft

zweckmassig sie durch ihre Pole und Nullstellen zu definieren. Die Nullstellen

‘sind einfach die Nullstellen des Zahler-Polynoms und die Pole entsprechen
den Nullstellen des Nenner-Polynoms. Im Falle des Seismometers konnen wir
die Uebertragungsfunktion wie folgt umschreiben:

.32

H(s) = 82 4 2fwes +w?
o  60)60)

s+ ool + 51— Bls + ol — VI )]
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; vFlgur 3.5: Darstellung der Pole (o) und Nullstellen (o) der Uebertragungs—
funktion des Seismometers in der komplexen s—Ebene.

Wir haben also die doppelte Nullstelle n; = ny =0 und die zwei Pole
pr=—wol£ + /1 — &),
= —wo(£ — jy/1 - €3).

Wie aus der graphlschen Darstellung in der komplexen s-Ebene ersmhthch ‘
ist (Figur 3.5), liegen die Nullstellen im Ursprung und die zwei Pole in der
hnken Halbebene auf einem Kreis mit Radius = wg. Die Lage der Pole
in der linken Halbebene ist eine Elgenschaﬂ; aller stabilen Systeme. Da
in unserem Fall der Abstand der Pole von der imaginidren Achse = —§w0
ist, wiirde eine Lage der Pole in der rechten Halbebene bedeuten, dass der
Dampfungsterm & < 0 sein miisste. Dann wiirde die Impulsantwort nicht ex-
ponentiell gedampft sein, sondern mit der Zeit exponentiell anwachsen und
" somnit ware das System instabil. Dass die Pole als konjugiert komplexes Paar
auftreten ist die Folge der Tatsache, dass die Ausgangsglewhung eine lineare
Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten ist.” Die Systemeigenschaften
des Seismometers lassen sich also durch die vier Wertepaare, die den kom-
plexen Polen und Nullstellen entsprechen, vollstandig beschreiben.

. Die Darstellung in Form von Polen und Nullstellen hat nicht nur den
Vortell der Einfachheit, sondern erlaubt auch eine graphlsche Bestimmung
der wichtigsten Systemeigenschaften.. Um die Frequenzantwort zu erhalten
miissen wir die Uebertragungsfunktion fiir die gewiinschten Werte von jw
entlang der imaginaren Achse auswerten. Wir ersetzen also s durch jw und
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el_‘halten dann

. (jo—0)(w—0)
o 1 3+ wov/I = Ol + (w0 — wor/ L= ©)]

Dic einzelnen Faktoren des Nenners und Zahlers konnen als Vektoren in der
komplexen Ebene aufgefasst werden, die von den Polen und Nullstellen auf
den entsprechenden Wert von jw auf der imaginaren Achse gerichtet sind.
Stellt man die komplexen Pole und Nullstellen als Produkt von Betrag
und Argument dar, dann lautet die Beziehung fir die Uebertragungsfunktion

H(jw) = -

| An1'|ej¢n1 | Anolei®nz ...
lApllej¢p1 ‘Ap2|ej¢p2 . . ?

H(jw) =

wobei nl,n2,.. . die Nullstellen uﬁd pl,p2, ... die Pole bezeichneh. Diese
Beziehung kann man wie folgt ‘umschreiben: . :

H(jw) . (lAnl“Anzl .- ) (ibn1+idnat)—(idprtidpzt--)

(AnllApl--)

© Daraus ist ersichtlich, dass sich der Betrag der Frequenzantwort des Gesamt-

 systems aus dem Produkt der Betrage der Nullstellen-Vektoren dividiert
* durch das Produkt der Betrige der Pol-Vektoren ergibt. Analog ergibt sich .
die Phase aus der Summe der Phasenwinkel der Nullstellen-Vektoren mi-
nus der Summie der Phasenwinkel der Pol-Vektoren. Dieses gilt nicht nur
fiir das Seismometer, sondern fiir beliebig komplizierte lineare zeitinvariante
Systeme..
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Kapitel 4
Die Z-Transformation

Definition

'FEine Folge zeitdiskreter Daten mit dem konstanten Abtastlntervall T kann
in folgender Form geschrieben Werden '

[xkl = Z0,T15,L2y- 25 LEy- -

Wobei_jedes z;, den Wert (Zahl) einer Variablen z(t) zur Zeit t = kT darstellt.
Wir konnen diese Daten in der Form
To+ 292 1 + iEQZ_Z‘ + ...+ mkz k_. .
schreiben. Die obige Form stellt eine formale Potenzrezhe in der Variable 2~
dar. Wir konnen sie auch in der kompakten Form schreiben

[e o]
= Z xkz_k

k=0

Die obige Darstellung heisst die 7-Transformierte (Z—tmnsform) der Sequenz
zr. Wir werden in Zukunft fir die Z-Transformierte entweder Z [a:k] oder
X (z) schreiben. Wir haben hier angenommen, dass die Folge zeitdiskreter
Daten zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt. Beachte, dass z hier nur die Rolle
einér Zeitmarke spielt. Wir haben weder gesagt, dass z eine komplexe Vari-
able ist, noch dass die Potenzreihe Konvergenzkriterien zu erfiillen hat. Die
Koeflizienten der Potenzreihe sind emfach die Stiitzwerte (Abta,stwerte) der
Zeitserie. , '
Die Z-Transformation ist fiir die Mathemat1k des Diskreten das
Gegenstiick zur Laplace—Transformatlon im Kontinuum. Sie erlaubt es, ver-
schiedene Operationen in einfacher Weise auszufithren und die Elgenscha,ften
digitaler Filter in kompakter Art darzustellen. Betrachtet man ausserdem z
als eine komplexe Variable, so stehen einem viele niitzliche Ergebnisse der
komplexen Analysis zur Verfiigung. ’ :
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Hinweis: In manchen Biichern und Arbeiten wird die Z-Transformation
mit umgekehrtem Vorzeichen im Exponenten definiert, d.h. als Poten-
zreihe in zF statt in z7F. Siehe z.Bsp. das Buch von Buttkus!. Ob-
wohl die zwei Schreibweisen einander dquivalent sind, dndern sich die
Beziehungen zu den Fourier— und Laplace-Transformationen sowie die
entsprechenden Konvergenzkriterien. :

Eigenschaften der Z—Transformation
Seien im Folgenden z und y diskrete Datenfolgen und X (2) sowie Y (z) die

entsprechenden Z-Transformierten.
B - V

Linearitat
Dié_ 7—Transformation ist eine lineare Operzition:'

o oz + By, > aX(2) + BY ().

Verschiebung

Was geschieht, wenn wir die Werte der Zeitreihe um die Zeit nT verzogern?
Z[xk——n] = Z xk——nz_k
.k '

oder

Zlzp_n) = z""'Z zppz F =" Z Tz ™
% _ m

also

Z[a:k_,.z] =z " Z[zg].

Wir haben hier eine erste Interpretation von 2z~ (27! als Verschieburngsoper-
ator) gegeben. Die Multiplikation der Z—Transformierten einer Zeitsequenz
z;, mit z~! entspricht einer Verzogerung der Zeitserie um das Zeitintervall T'.
Ganz allgemein gilt . ‘

o : Thgy < Zﬂ:nX(Z) ‘

Hier gilt es jedoch zu beachten’, dass bei eimer Definition der Z—
- Transformation mit positivem Exponenten die Vorzeichen umgekehrt sind.

Multiplikation
azy «—— X(az)
d

dz

1B. Buttkus, Spekiralanalyse und Filtertheorie in der angwandten Geophysik, Springer
Verlag, Berlin (1991) :
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Zeitliche Umkehr
_ _ 1
—n X(-
‘Faltung
~Analog zur entsprechenden Elgenschaft der Fourier- und Laplace-

Transformationen entspncht die Faltung im Zeltberelch einer Multiplikation .

im Z-Bereich:.
xn * Yy X(Z)Y(z).

Belsplele
ElnheltSImpuIS' Es sei die Folge [ur] gegeben
| 0, fiirk<0;
ukzékz{l, fir k=0;
' ' 0, firk>0.
Die Z-Transformierte von [ug] ist dann
U(z) =1.

Schrittfunktion: Sei ~
' : " {0, fur k < 05
k =

1, »fﬁrk‘ZO.

Die Z-Transformierte von [ug] ist:

. U(Z) — ki_o%z—k

Dies stellt eine geometrische Reihe in der Variablen z dar. Betrachten
wir z als eine komplexe Variable, dann gilt fir |27 < 1

| 1

U(z) =Ty
Wir haben hJerxmt U (z) in geschlossener Form angegeben. Sie ist
ein einfaches Beispiel eines Polynomquotienten (Zahler nullten Grades,

Nenner ersten Grades) und ist fiir die Darstellung von diskreten Ue--
bertraghngsﬁmktlonen (z. Bsp. von Fﬂtem) eine sehr niitzliche Form.
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Riicktransformation
Ist F'(z) in geschlossener Form vorhanden, dann konnen wir die Funktlon Ix
wie folgt zurlickgewinnen:

e Inversion durch Reihenentwicklung :(Polynomdivis'ion).
Nehmen wir an, dass F(z) durch die Gleichung

1

F(Z) - 1+ aOZ‘l .

gegeben sei.
~ Wir gewinnen die Ricktransformierte von F (2) durch: ’ /

1 Z ‘ Ll (o N2=2 e () Y3,—3
F(z):]_:taoz—l _—_--z:i:ao::]_:}:(vloz’ +(CZO)Z .:l.:(ao) Z ..

Den Wert von f3 ﬁndén wir als Koeffizient des Gliedes z7*

e Inversion durch Partialbruchzerlegung.
Diese Methode wird durch folgendes Beispiel erleutert Die Z-
Transformierte der Schrittfunktion :
B {o, fiir k < 0;
UE =11, fiirk>0.
ist
1

1— z~1 :

v -
Uben wir diese Inputfunktion auf das System |

1.

H(z) = ————
&)= 108

aus, so bekommen wir als Oﬁtput

22 R Lz

22—022—08 z[(; “1)(z +08)

Y(z) = H(z)U(z) = ]
Der Ausdruck in den eckigen Klammern kann dufch Partialbruchzer-
legung in eine Summe von einfachen Briichen zerlegt werden.

z o A . B
(z—1)(z+08) z—1 =z+08

Den Wert von A resp. B bekommt man wie ‘folgt:




1

o ,‘B"z'—1‘2=‘°'8_225
: 1 z
>Y(e) =507+ 225(z+08)

oder, anders geschrleben:

1 1 1
> V() = 30 2T 0s )
Die \Rﬁcktransformierten von 1—i—1 und 7 +0.18;_1 sind leicht zu bestim-
" men (Reihenentwicklung). Daraus folgt: = '
| 11 .
o BT igt 7250 %)
* Mit dieser Methode haben wir die Losung Yy in geschlossener Form

gefunden.

Relation zwischen Z— und L—TranSformatidn
Im Folgenden soll f*(t) die der kontmulerhchen Funktion der Zeit f (t)
entsprechende diskrete Zeitreihe sein:

f@y=r (t)—f(kT) I,

wobei T' das Abtastintervall darstellt. Eine solche diskrete Zeitsequenz f*(t)
kann formal aus einer Kontinuierlichen Zeitfunktion f(t) mittels einer ampli-
tudenmodulierten Impulsfolge geblldet Werden_

s (t)f—kz F(E)8(¢— KT).

Die obige Schreibweise wird oft in Mathematikbiichern angetroffen. | Im
Zusammenhang mit der digitalén Slgnalvera,rbmtung Wl]{‘d auch folgende
Form verwendet

O = £t = E f(kT)5(t —kT). -

k=—o0

Die Laplace—Transformatlon von einer kontmmerhchen Funktion f (t)
wird bekanntllch wie folgt definiert:

F(s) = /Oo'o f(t)e’S%dt.

Uns interessiert aber jetzt nicht die Laplace Tra,nsformat_ion der kontinuier-
~ lichen Funktion sondern die Laplace-Transformation F*(s) der diskreten
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Folge f*(t). Dazu wenden wir einfach die Definition der Laplace Trans-
formation auf unsere formale definition von f*(¢) an:

F*(s) = /O S F(KT)8(t — kT)e"dt,

“oder nach vertauschen der Réihenf_olgé von Integration und Summation,

FHs)=Y f(kTH) /0 " §(t — KT)e"dt.

Uﬁtexf Beriicksichtigung des Verschiebungssatzes der Laplace Transformation
und der Tatsache, dass £{5(t)} =1, gilt nun '

/ §(t — KT)e~"tdt = L{8(t — kT)} = ¢~**T.

Also ist die Laplace Transformierte der diskreten Folge f *(t)

Fi(s) = ¥ fRD)e.

" Die Z-Transformierte der diskreten Folge f*(¢) erhalten wir einfach aus der
Definition der Z-Transformation und ist

F(£) = ZL(D)] = X S(bT)

Aus dem Vergleich von F*(s) mjt F(z) und unter Berticksichtigung dass

F*(s) = Zf(kT) eT]™

folgt .

F(z) = F"(s)lesr=-
Mit anderen Worten, aus der Z-Transformierten ‘F(z) erhalten wir die L--
Transformierte der diskreten Zahlenfolge f*(t) mit der Substitution

zZ=€ .

Dieser Sachverhalt ist von entscheidender Bedeutung fiir die Herleitung
gewisser Methoden zur Realisierung von digitalen Filtern.

Wichtig:

Zur Vermeldung von Mlsverstandmssen is es sehr chh’mg zu beachten, dass
die L-Transformierte F(s) einer kontinuierlichen Funktion f(t) und die L-
Transformierte F*(s) der mit Abtastmtervall T dlskretlslerten Folge ()
nicht identisch sind:

F*(s) # F(s).
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Tatsachlich besteht zwischen F *(s) und F'(s) eine Beziehung der Form (ohne |
Beweis)

F*(s) = T;F(S +Jn—j;)
Mit w, = 2n f, = 27 /T bédeutet dies, dass F*(s) mit der Abtastrate f, peri-
odisch ist. Diese Eigenschaft ist die glelche wie die Periodizitat der Dlskreten
Fourier Transformation!

Bemerkung

An dieser. Stelle noch ‘Folgendes: Viele Autoren ziehen es vor, die
Diskretisierung f* in-der Form ' '

k=—o00

FO=T 3 FHT)S0 - kT)

zu schreiben. Der Faktor T rﬁhrt vom Wunsch her, f(t) durch (@) s0 zu
approximieren, dass die Flache unter der Funktion im Zeitintervall kT < ¢ <
(k4 1)T gleich bleibt. Mit der obigen Definition gilt:

lim Tf(T) = £()

und

F*(s) =Y F(s+ jnwy).
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Beispiel:
Diskrete Darstellung des Seismometers

" Zur Vera,nscha,uhchung der Anwendurigen der 7-Transformation, wollen wir
uns fragen, wie man das Seismometer als diskretes lineares zeitinvariantes
System modellieren kann. Dazu Betrachten wir noch emmal die Differential- .
glelchung des Selsmometers :

i+ 2wey + wiy = —F

Die Emgangsgrosse ist die Bodenverschlebung z(t), die hier als zweimalige
‘Ableitung erscheint und das Ausgangssignal des Seismometers sei die relative ‘
" Auslenkung der Masse y(t) Die kontinuierliche Uebertragungsfunktlon

Y(s)

0= %)

erhilt man aus der Laplace Transformation dleser Differentialgleichung;:
v 2

38 :
\ Hs) = 8% + 2bwos + Wi’

- Sie ist identisch mit der im Kapltel Seismometer hergeleiteten Uebertra-
gungsfunktion.

Ein mogliches Vorgehen, eine diskrete Uebertragungsfunktion zu erhal-
ten, erfolgt durch Umwandlung der Differentialgleichung in eine sogenannte
Differenzengleichung. Dabei ersetzen wir die Ableitungen durch die iblichen
Dlﬂ'erenzenquotlenten wobel hler das Abtastlntervall mit T’ bezelchnet 1st

‘ y(t) = |t—kT A _y_Tyt_
. Y — 2Yr—1 + Yk
j(t) = dt2 ]t_kT ];121 y,k .

Das Gleiche gili: auch fiir die Bodenbeschleunigung %. Durch Einsetzen dieser
Approximationen in die Differentialgleichung erhédlt man die gesuchte Dif-
ferenzengleichung 4 /

—Zp + 2Ty — Tp_2
T2

Yr — 2Yp—1 + Yr—2 — ‘
k yszl & +2€0 Tyk1+w§yk=

die ohne weiteres nach yi aufgelo_si_; werden kann:
(14 26woT + W3T?)yr + (—2€woT — 2)9&-»1 +Yr-2 = —Tk +2Tp_1 — Tp—2

und
Yr = GoTk + G151 + G2%r—2 — BiYe-1 — b2Yr—2,
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mit

1 |
%= T ¥ 2wl + wRT?
2
4 = ' 2727
1—_!—2§w0T+wOT
1
G2 = — 227
1+ 2éweT + wgT
by = ——2§w0T—2
1T 1 4 2weT + wET?’
C T 1 4 2bweT 4 WET?

Wir fiihren nun die 7-Transformation der Gleichung fiir yx aus: ‘
Zlyel = aoZ{wr] + a1Z[zs1] + @ Z[zy - . 2} — b1 Z[yra] — bzz[yk 2]

Unter Anwendung des Verschlebungssatzes der Z- Transformatlon erd dles
Zu ' ’

| Y_(z) = aoX(z) + a2 X (2) + a2 2 X (2) — bz TY (2) — bz 7Y (2)-

Entsprechend dem Vorgehen im Kontinuum ist im Diskreten die Ueber-
tragungsfunktion einfach das Verhaltnis zwischen der Z-Transformation des
Ausgangs und der Z-Transformation des Eingangs. Folglich erhalten wir mit

Y(z)

A &

. die diskrete Uebertraguﬁgsfuﬁkﬁdn fiir die Ma,ssena,uSIenkuhg des Seismome-
ters als Folge einer Bodehverschiebung am Eingang: '

. agFaizt +agz
H(z)= - .
(2) 14 bzt bpz?

Es sei aber darauf hmgew1esen dass diese Losung nur eine von vielen
moghchen Realisierungen eines diskreten Modells des Seismometers ist. So
hitten wir auch die Dlﬂ'erentlalglelchung mit zentralen Differenzen statt mit
einfachen Differenzen approximieren kénnen, und hatten somit eine andere
Form der diskreten Uebertragungfunktion erhaltén. Weitere Methoden wie
die Methode der Impulsinvarianz oder der bilinearen Transformation kommen
im Zusammenhang mit der diskreten Realisierung von Filtern zur Sprache.
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Kapiﬂt-el’ 5»

Digitale Filter

Einleitung

Mlt Filter wird ein phiysikalisches System bezeichnet, das aus einer Funktlon
u(t) eine neue Funktion y(t) erzeugt. Dieser Begriff wurde im Zusammenhang
mit der Signalverarbeitung vor einigen Jahrzehnten in der Elektrotechmk
eingefithrt.

Nach dieser Definition besitzen alle phymkahsche Systeme eine Filter-
wirkung. Wir konnen' zum Beispiel ein Seismograph als ein Filter betra-
chten. Der Seismograph Wandelt nahmlich die Bodenbewegungen u(t) in ein
Seismogramm y() um.

Der Name erinnert an die Veranderungen welche ein elektrisches Sig-
nal u(f) in seinen spektralen Eigenschaften erfahrt, wenn es von einem
mit Widerstanden, Induktlonsspulen und Kondensatoren hergestellten elek-
trischen Netzwerk modifiziert wird. Von der Struktur her gesehen, konnen "
wir ein Filter mit einer Differentialgleichung (kontmmerhche Signale) oder
einer Differenzengleichung (diskrete Signale) identifizieren. Bei den Analog-
filtern benutzt man solche physikalische Systeme um gewunschte Verhalten
zu simulieren. Digitalfilter fithren dieses Verhalten numerisch durch. ,

- Die moderne Auffassung der Filtertheorie (Estzmatwnstheome) stitzt sich
auf Arbeiten, die A. N. Kolmogoroff1 und N. Wiener? in den vierziger Jahren
durchgefiithrt haben. Sie betrachteten statistisch stationdre Prozesse, un-
endlich lange Beobachtungsintervalle und zeitinvariante Strukturen. Die Auf-
gabe bestand auf Grund von Beobachtungen Signale abzuschatzen, unter
ausdriicklicher Einbeziehung stochastischer Storgrossen und Messfehler. Das
Gitekriterium bestand aus dem mittleren Fehlerquadrat ‘Gesucht wurde die
Gewzchtsfunktlon des Filters die das Kriterium moghchst klein macht.

lKo]mogoroﬁ' A.N.: Interpolatlon und Extra,polatlon von stationiren zufalligen Fol— ‘
gen. Bulletin der Akademie der Wissenschaften der UdSSR, Math. Serie, Bd.5 (1941).

ZWiener, N.: Extrapolation; Interpolation and Smoothing of Stationary Time Series.
Wiley, New York (1949).
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Bei kontinuierlicher Zeit ergab sich als notwendige und hinreichende Be-
-dingung fiir die Gewichtsfunktionen die berithmt gewordene Wiener-Hopf In-
tegralgleichung. In diskreter Zeit existiert eine entsprechende Gleichung fiir
~ die optimalen Koeffizienten mit den die beobachtete Sequenz gewichtet wer-
.den muss. Schon bald versuchte man, die ziemlich einschrankenden Voraus-
setzungen der von Wiener und Kolmogoroff entwickelten Theorie aufzuheben
um den Anwendungsbereich zu erweitern. Der Durchbruch gelang R. E.
Kalman® in den sechziger Jahren. Er verband seine im Zustandsraum for-
mulierte Theorie der Beobachtung linearer Systeme mit dem Konzept der
orthogonalen Projektionen von Zufallsvariablen. Dieses Ergebnis, das auf ,
instationdre Vektorprozesse in diskreter Zeit, zeitvariable Filter und be-
liebige Beobachtungsdauer zutrifft, wurde wegen seiner Allgemeingiiltigkeit
und mathematischen Eleganz beachtet. In diesem Kapitel werden wir uns
auf die urspriingliche Definition vom Filterbegriff beziehen.

Input f Qutput
P Filter PRy »

Wie obiges Schema zeigt, kann ein Filter als ein System aﬁfgefasét wer-
den, bei welchem die Eingabe z.Bsp. einer Spannung v (Input), eine Aus-
gangspannung y (Output) bewirkt.

Beispiel:
RC-Filter

Betrachten wir das elektrische Schema aus Figur 5.1 Der ZuSaﬁnnenhang
zwischen den Spannungen u(t) und y(%) wird durch die Differentialgleichung

d

RCd

gegeben. Da das RC-Filter durch eine lineare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten beschrieben werden kann, handelt es sich um ein lin-
eares und zeitinvariantes System.

3Kalman, R. E.: A new approach to linear filtering and predicﬁon problems. Trans‘
ASME, Ser. D, J. Basic Eng., Vol. 82 (1962).
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Figur 5.1: RC-Filter

Analytische L5sung der Diﬁ'erentialgleichung ,

Die Differentialgleichung des RC-Filters lasst sich mit elementaren Metho-
den der Theorie der Differentialgleichungen einfach 16sen. Gesucht ist eine
Beziehung fiir y(t) als Funktion von u(t). Eine alternative Methode, welche
in diesem Zusammenhang besonders Zweckmassig ist, beruht auf der Laplace
Transformation. ‘ v

~ Seien Y (s) und U(s) die Laplace-Transformierten von y(t) und u(t), dann
'lautet die Laplace Transformation der Différentialgleichung des RC-Filters:

 RCIsY(s) — 9O+ Y(5) = U(s).
Mit der Annahme der Anfangsbedingung y(0) l; 0 folgt
Y(s)(RCs+1) = U(s). |

Die Uebertragungsfunktion H(s) eines Systems. ist allgeniein definiert als
das Verhiltnis zwischen den Laplace-Transformierten des Ausganges und
des Einganges. Die Uebertragungsfunktion des RC-Filters ist somit

Y(s) 1 =+
H (5) = = — = BC .
| U(s) RCs+1 s+ a5
Sie besitzt einen einzigen Pol an der Stelle s, = —1/RC und keine Nullstellen.
Den Frequenzgang erhilt man indem man in der Uebertragungsfunktion .

die komplexe Variable s durch die imaginare Variable jw ersetzt. Mit wo =
1/RC laiitet also der Frequenzgang des RC-Filters. :

H(jw)

_ w1
wo +Jjw 1—[—_;15"5-

" Das Betragsquadrat des Frequenzganges des RC-Filters hat die Form

@) = Ty
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Flgur 5.2: Betrag des Frequenzganges (Amphtudenspektrum) des RC-Filters
‘mit, einer Grenzfrequenz von 0.16 Hz (RC’ = 1)

Fir w = O w = wy und w = 00 ergeben sich fiir |[H(w)}? die Werte 1, 1/2
und 0. Das RC-Filter entspricht einem Tiefpassfilter mit der Grenzfrequenz
fo = wo/(2x). Der Verlauf des Amplitudenspektrums (Betrag des Frequenz-
ga,nges) eines RC-Filters mit einer Grenzfrequenz von 0.16 Hz (RC’ = 1) ist
in Abbildung 5.2 dargestellt.

Die Impulsantwort eines Sytems erhalt man ganz allgemeln durch
riicktransformieren der Uebertragungsfunktion. Ein Blick in die Korrespon-

denzentabellen der Laplace Transformation ergibt somit fir die Impulsant- ’
wort des RC-Filters
h(t) = ——1—6 ®C.
: RC

Ein é6-Impuls zur Zeit ¢ = 0 am Emgang bewirkt also eine exponentle]l '
abfallende Spannung am Ausgang. Die Zeit 7 = RC, in der die Spannung
auf 1/e des Anfangswertes gesunken ist, bezeichnet man als die Zeitkonstante
des Filters, und es gilt natirlich 7 =1 / (27 fo).

Duxch mnstellen der allgemeinen Glelchung fur die Uebertragungsfunk—
tion erhilt man

Y(s) = H(s)U(s)-

Die Laplace-Transformierte des Ausganges eines linearen Systems als Folge
eines beliebigen Einganges ist also einfach das Produkt der Uebertragungs-
funktion mit der Laplace-Transformierten des Einganges. Die entsprechende
Losung fiir y(t) erhalt man dann durch riicktransformieren von Y (s).

Betrachten wir- zum Beispiel eine Schrittfunktion als Eingangssignal -
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 (Heaviside-Funktion):
_ ( £) = {0 furt < 0
u . firt > 0.

Die Laplace Transformation der Schrittfunktion ist U(s) = 1/s (das folgt .
auch unter Anwendung der Integrationsregel fiir die Laplace Transformation
und aus der Einsicht, dass die Schnttfunktlon das Integral der 6—Funkt10n
ist). Sormt ist in diesem Fall : :

Y(s)== Bl =m e ey

wobei der letzte Ausdruck durch Partialbruchzerlegung gewonnen wurde.
Aus den Korrespondenzentabellen der Laplace Transformation erhalten wir
dann den Ausgang unseres Filters als Funktion der Ze1t (in diesem Fall die
: Schnttantwort des Systems)

y(t) =1 — e %o,

' Das genau gleiche Resultat bekommen wir auch wenn wir im Zeitbereich die
Impulsantwort des RC-Filters A(t) mit der Schrittfunktion u(t) falten:

Y0 =) ) = [ bl — )i = [ zre =1,

Wir sehen, dass die Faltung in diesem Fall nichts anderes ist als das Integral

der Impulsantwort: Dies folgt wiederum aus der Tatsache, dass die Schrit-

tfunktion das Integral der 5-Funktion ist. Fir den Fall RC = 1 hat die
Schrittantwort des RC—Filtes den durch die durchgezogene Kurve in Abbil-
dung 5.3 gezeigten Verlauf. Wegen der Tiefpass-Wirkung des Filters, erhalt
die scharfe Ecke der Schrittfunktion bei ¢ = 0 einen geglatteten Véﬂauf.

Numerische Lésung der Differentialgleichung

{ Um eine Diskretisierung einer Differentialgleichung mit der Schrittlinge T
vorzunehmen, approximieren wir die Ableitung von y(t) zur Zeit kT durch
dy Yk — Yh—1
e
Setzt man d1ese Approximation in die Dlﬂ'erentlalglelchung des RC-Filters

em, dann erhalten wir v ‘
nrdk T~ Yr-1
RC——F—
T - . .
Diese Gleichung kann nun problemlos nach den gesuchten y;, aufgelost wer-
den. Die Losung hat die Form ~

Y = QolUg — b1Yr_1,
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RC—Filter: Sc':hri’f’r'c/:l'n’rwor’r

I i, 13 i

Amplitude

Zeit (s)

Figur 5.3: Ausga,ﬁg y eines RC-Filters (Input: Schrittfunktion)

" ‘

- 1
0—1+R_Tc_

nd

un ’ bl_ ——-1
14+

" Beispiel: Mit RC =1 und T = 0.1, sowie mit der Anfangsbedingung y_; =
0 und mit der Schrittfunktion u; = 1 als Input ergeben sich bei der
obigen Approximation die Werte von y; fiir £ = 1,2,3,... wie sie in
Figur 5.3 durch die diskreten Punkte dargestellt sind. '

Die Gleichung v .
i jr : Yr = GoUr — b1yp—1 _

stellt die Losung der leferenzenglelchung fir das RC-Filter dar, wobei die
" Werte der Koeffizienten gy und b; aus den SpeZIﬁka,tlonen der entsprechenden’
elektronischen Bauteilen bzw. aus den gewiinschten Eigenschaften des Filters
folgen. In diesem Fall ist der Ausgang y; unseres Filters zum diskreten
- Zeitpunkt ¢ = kT eine Linearkombination des Eingangs u; zum gleichen
Zeitpunkt ¢ = ET mit dem Ausgang yz_; zum fritheren Zeitpunkt ¢ = (k -
1)T. Eine Beziehung dieser Art, in der der Wert des Ausganges zu einem
* bestimmten Zeitpunkt als Funktlon des Ausganges zu einer fritheren Zeit-
gegeben ist, nennt man rekursiv. '

"Die Z—Transformatlon obiger Glelchung lautet:

Z{yk] = aoZlug] — b1 Zlyr-1],
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oder anders geschneben und unter Ausnutzung der Versch;ebungselgenschaft
-der Z-Transformation:

Y(z) = aoU (z) bz 1Y(z)

Nach umsteﬂen erhalten wir:

Y(z) do , 4

T U(2) T 142t .

Ganz analog zur Losung der Differentialgleichung des RC-Filters mittels
Laplace Transformation entspricht nun obige Gleichung der Uebertragungs-
funktion H(z) unseres diskreten Filters, namlich dem Verhaltnis zwischen

der Z-Transformierten Y (z) des Ausganges und der Z—Transfornnerten U(z)
des entsprechenden (beheb1gen) Einganges.

: Butferwort‘h Filter , ' /'

In der Praxis glbt es unzahlge frequenzselektive Filter mit unterschiedlichen
Eigenschaften, die je nach Anwendung ihre Vor- und Nachteile anfweisen.
_ Eines der beliebtesten Filter ist das Butterworth Filter. Es hat die Eigen-
. schaft, dass die Uebertragungsfunktion (bzw. der Frequenzgang) im Durch-
lassbereich maximal flach ist. Dafiir ist die Unterdriickung im Stopbere- "
ich weniger stark als bei einigen anderen Filtern gleicher Ordnung. Auch
die Phasendrehung der kausalen Ausfihrung kann unter Umsténden stérend
sein. : :
Das Betragsquadrat des Frequenzganges eines Butterworth F1lters n-ter

Ordnung hat die Form .

1 + ,w2n i
H1e1' bezelchnet w die normierte Frequenz Fur ein Tlefpassﬁlter ist w =
" jw/jwo und fiir ein Hochpassfilter ist w = — Jwo/jw, wobeil wy = 27 fo die
" Grenz- oder Eckfrequenz des Filters ist.

 Wie sofort ersichtlich ist, hat das Betra,gsquadrat des Frequenzga,nges,
| H,,|?> sowohl des Tiefpass- als auch des Hochpassfilters an der Stelle w = wq
den Wert 1/2 fiir alle Ordnungen n. Ein Vergleich mit der Uebertragungs-
funktion des RC-Filters zeigt, dass das RC-Filter ein Butterworth Tiefpass-
filter erster Ordnung ist. Fir den Betrag des Frequenzganges (Amphtuden—
spektrum) gilt also - '

|Hy, (w)l2

, : 1
N Hp{w = wo)| = —= = 0.707 = —3db.
| [ (w wO)i ) \/ﬁ : {
Ein Filter wird daher durch die Frequenz wy charakterisiert, bei der die Am-
plitude des Frequenzganges 3 db unter dem Wert im Durchlassbereich liegt
(20 logO 707 = —3).
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Figur 5.4: Betrag des Frequenzganges (Amphtudenspektrum) von Butter—
worth Tiefpassfiltern versch1edener Ordmmg :
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In einer logarithmischen Darstellung ist die Amplitude des Frequenz-
- ganges im Stopbereich fiir ein Tiefpassfilter (w > wp) proportional zu —n
und fiir ein Hochpassfilter (w < wo) proportional zu n. Wie in Abbildung 5.4
dargestellt, bestimmt somit die Ordnung n des Filters die Scharfe mit der die
zu unterdriickenden Frequenzen abgeschnitten werden. Filter héherer Ord-.
nung benotigen aber eine grossere Anzahl Koeffizienten zu ihrer Realisierung
und erfordern somit auch einen grosseren Rechenaufwand bei der Anwen-
dung. Ausserdem kann sich unter Umsténden die langere ‘Impulsantwort
von Filtern hoherer Ordnung nachteilig auf die Form des Ausgangsmgnals‘
ausw1rken

Allgemeine Eigenschaften digitaler Filter

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf reitdiskrete lineare Filter, d.h.

auf Filter, die auf diskrete Zeitserien angewendet werden und linear sind. A

Ausserdem sollen sie verschiebungsinvariant (= zeitinvariant) sein. Letzteres
bedeutet, dass sie durch eine Differenzengleichung mit konstanten Koeffizien-
ten beschrieben werden kénnen (was im Kontinuierlichen einer Differential-
~ gleichung mit konstanten Koeffizienten entspricht). -

" Wir wollen nun die Resultate aus der Diskretisierung des RC-Filters und
des Seismometers verallgemeinern. Nehmen wir an, dass zu einer Inputse- .
‘quenz uy, mit der Z-transformierten U(z) der Output yi (resp. Y (z)) gehore.
Die allgemeinste Ubertragungsfunktion H(z) kann geschrieben werden in der

Form: ‘ v() —~ : _
- Y(z) 0 @nZ" "
H(z) TU() 14+2M b

) m=1
oder, anders geschrieben:

N M oo
Y()=> anz'nU(z) — Z bnz ™Y (2)

n=0

- Ein Vergleich zeigt nun, dass in Fall des RC-Filters N = 0 und M =1 und
_im Fall des Seismometers N =2 und M = 2 sind.
Die Ausfithrung der inversen Transformation fihrt zu "

N M
Yr = E ApUf_p — Z bmyk—m-
m=1 ’

n=0

Diese Formel heisst die “direkte Form” des Filters (sie kann natiirlich auch
direkt durch umstellen der entsprechenden Differenzengleichung gewonnen
werden).

Zu beachten sind folgende Punkte:
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o Die oblge Form der Differenzengleichung stellt einem Algonthmus dar,
‘der y; direkt rea,hSIert ‘

e Die Konstanten a,, n=0,...,N und b,, m = 1 M der direkten
Form smd die gleichen wie dlejemgen der Uebertragungsfunktlon

e Die direkte Form benotlgt die Anfangswerte y, k= —M, ..., 1, In
der Praxis werden diese Anfangswerte meistens als gleich 0 angenom-
men. ' -

MA- und AR—Fllter

Im Zusammenhang mit deren Reahs1erung Werden die Filter in

1. nichtrekursive Filter

2. rekursive Filter

kla,ssiﬁziert ]

Nichtrekursive Filter (MA = FIR)

Ein Filter heisst nichtrekursiv falls in der allgemeinen Form der Differen-
zengleichung b, = 0, fir m = 1...M ist, d.h. falls der Output yz nur
eine lineare Kombination  vom letzten und fritheren Werten des Inputsig-
nals u;, fiir # = k... k — N ist. Nichtrekursive Filter werden in der Literatur
- auch transversale, moving average (MA) oder finite-duration inpulse response
(FIR) Filter genannt. Finite inpulse response stiitzt sich auf die Eigenschaft,
.dass der Output zur Zeit k keine Information mehr von Inputsignalen zu
frither Zeiten als k¥ — N enthalt. Es bedeutet auch, wie der Name sagt, dass
die Impulsantwort mit einer endlichen Anzahl von Werten vollstandig und
exakt dargestellt wird.

Die Ubertragungsfunktion des nichtrekursiven Filters ist also:

' N
H(z)=Y anz™".

. n=0

Die entsprechende Diﬁ'erenzéngleichuﬁg ist:

. N
Y = Z a"nuk—n-

n=0
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Die a, stellen die Impulsantwort des nichtrekursiven Filters dar. Die
Uberpriifung ist sehr lelcht Es geniigt die Inputfunktion u; wie folgt Zu
definieren '

uk:6k={1»’ fl:.lrk:O’
, 10, fark#0.
‘Es folgt dann die diskrete Impulsantwort:

) N
Ye = hk = Z angk—n

n=0
wobel ' . '
5 = { 1, fir k=mn;
BT, fir k # n.
also : o

s > hp=ap

und somit die diskrete Uebeftra,gungsfuhktion '

‘ N N
H(z)=3Y a2 "= h(n)z™"
n=0 n=0 )
Beachte: die oben aufgefithrte Differenzengleichung fiir das MA-Filter stellt
nichts anderes dar als die diskrete Faltung der Impulsantwort ay, des Filters
mit dem Eingangssignal us: ,

N
Y = Z AUk, = ag * UL.
n=0
Ein einfaches und typisches Beiépiel eines nichtrekursiven Filters ist der
Glattungsoperator, der einen gleitenden Mittelwert uber drei benachbarte
Abtastwerte berechnet '
1

§uk‘1 + §Uk—2-

B Ug, + Ug—1 + Up—2 1
Y = 3 =3

Hier 1st die Impulsantwort die Zahlenfolge
hy = {ho,hl,hg} {1/3,1/3, 1/3},

dann kénnen wir obige Rechenvorschrift auch wie folgt ausdriicken:

ur +

Ye = houk + hluk—l + hzuk 2= Z hrtg_n.

n=0

- Obwohl moving average gleichbedeutend mit gleitender Mittelwert ist und der

Glattungsoperator einem Tiefpassfilter entspricht, kann jedes Filter (Hoch- -

pass, Bandpass, etc.) als MA-Filter realisiert werden: Die Wirkung héngt
lediglich von der Anzahl und den Werten der Koeffizienten a,, des Filters ab.
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Rekursive Filter (AR = IIR)

Bei den rekursiven Filtern hangt der Output y(k) sowohl vom Input—Slgnal
als auch von fritheren Werten des Output-Signals ab (feed-back paths).
Rekursive Filter werden auch gufo regressive (AR) oder infinite-duration .
inpulse response (IIR) Filter genannt. Letzteres heisst, dass die vollstand1ge
- Impulsantwort im Prinzip unendlich lang ist (Bsp. RC-Filter, Butterworth-
Filter, Seismometer). : :
Die rekursive Flltembertragungsfunktlon ist:

_ Y(Z) _ zn—oa"nz " -
HE) = 50y = Tr o, b

m=1

wobei mindestens ein b, verschieden von Null sein muss. Streng genom-

men ist der Zahler eines reinen AR-Filters eine Konstante (ao, z.Bsp. das

RC- Fﬂter) Die oben angegebene Gleichung beschreibt den allgemeineren

Fall eines ARMA-Filters, der als’ Quotlent eines MA- und eines AR-Filters

dargestellt wird.

’ Dass die Impulsantwort eines AR Filters im Allgemeinen unendlich lang
ist, lasst sich leicht zeigen. Sei die diskrete Uebertragunsfunktion gegeben

als
. Go

1+ byz=t 4 byz=2 oo+ bz -
Die diskrete Impulsantwort k(k) ist die inverse Z-Transformierte von H(z),
die man durch Polynomdivision von H(z) erhalt: Aus der Definition der Z-
Transformation folgt, dass die diskreten Werte hy einfach die Koeffizienten
der unendlich langen Potenzreihe sind, die aus der Polynomdivision resultiert.

Beachte: In der Praxis weichen die Betrige der Impulsantwort von sta-
bilen IIR-Filtern nach einer endlichen Anzahl Abtastwerte nur noch wenig
von 0 ab. Somit lisst sich die theoretisch unendlich lange Impulsantwort
oft durch eine beschrankte Zahlenfolge approximieren, welche dann als MA-
Filter betrachtet werden kann. Vom Rechenaufwand aber gesehen ist ein
rekursives Filter wesentlich gunstlger als ein nicht-rekursives Filter mit den
gleichen Eigenschaften.

H(z)=

vFrequenzseléktive Filter

Die Interpretation eines Filters als eine frequenzselektlve Funktlon ist oft von
besonderem Interesse. Es sei die Differenzengleichung

Y+ blyk—,l +...+ fmyk—M = aotix 1 4.0+ antp-N

gegeben Wir suchen nun eine Funktion der Form H(w) = F(e*T), welche
- das Verhalten unseres Filters als Funktion der Frequenz beschreibt (Frequen-
zgang oder Frequenzantwort).
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Wablen wir als Inputfunktion eine harmonische Schwingung der Frequenz
up = ejwkT-

Wir kénnen den Output yj, fir eine gegébene frequenz w, dank der Linearitat,
wie folgt da,rstellen S
’ F( eij) ejkwT

Durch Emsetzen von ug und Yr in die leferenzenglelchung erhalten wir fiir
F ( e ]wT)

™ F(ed“T)(1 + bie T 4 ... + bpge M) = T (o + ... + ayeINT),
ag+ ...+ aye VT
14 bieT 4. ..+ byreiMeT

EnN—O ane” jan

1+ Pt bme=9meT

Der Vergleich mit der Z-transformierten

F(eT) =

F(eT) =

—n

YN L anz
H = =
. (Z) 1 + Z%z]_ b 2=

liefert: o ‘ .
F(e*T) = H(2)|ymeior = H(e/*T) = H(w).

In Worten, die Frequenzantwort (Frequenzgang) H(w) eines zeitdiskreten Fil-
ters wird durch den Wert der Z-transformierten H(z) auf dem E1nhe1tskre1s
|z = |e"”T| =1 in der komplexen z-Ebene bestimmt.

- Man beachte aber, der soeben hergeleitete Frequenzgang des zeitdiskreten
Filters ist nicht identisch mit dem kontinuierlichen Frequenzgang, den man
aus der analytischen Lésung der Differentialgleichung erhdlt.

Reali_sieruﬁg digitaler Filter |

Das Problem besteht darin, fiir ein vorgegebenes Filterverhalten die Koef-
fizienten a, und b, zu bestimmen.
Dazu gibt es im wesentlichen zwei Wege:

1. Man kann die durch Vorgabe der Spezifikationen gestellte Auf-
gabe, ein digitales Filter zu entwerfen, in die Aufgabe trans-
formieren, zunachst ein kontinuierliches Filter zu berechnen. Das
gesuchte digitale System erhihlt man dann durch Transformation

- der im kontinuierlichen Bereich gefundenen Losung. Bei diesem:
Verfahren lassen sich bekannte Lésungsmethoden des Kontinuums
unmittelbar anwenden. (indirekter Weg).
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2.-Man kann ausschﬁessﬁch im diskreten Bereich arbeiten, indem
man die Koeffizienten a.,, by, direkt aus den spezifizierten Eigen-
schaften ableitet (direkter Weg).

Sehr oft werden in der Geophysik Vorschriften im Frequenzbereich gestellt,
bzw. die zunichst im Zeitbereich gestellten Forderungen werden in solche-
im Frequenzbereich tiberfiihrt. Es liegt nahe, die hier vorliegenden umfan-
greichen Erfahrungen der Analogtechmk zu verwenden. Allein aus diesem
Grund ist der erste Losungsweg sicher berechtigt.

Der zweite Weg wird in der Estimationstheorie beschritten. ~ Wir
beschrinken uns hier auf eine kurze Betrachtung von drei Verfahren zu Punkt
1 . ,

e Die numerische Losung der Differentialgleichung
¢ Die Methode der Inipulsinvarianz
o Die bilinearen Transformation

Fiir eine ausfihrliche Diskussion dieser Methoden ist Kapitel 5 im Buch von
Oppenheim und Schafer? zu empfehlen. : '

Das Vorgehen ist in allen Fallen das gleiche: Gegeben ist eine kontmuler-
liche Differentialgleichung oder eine kontinuierliche Uebertragungsfunktion
H(s); gesucht sind die Koeffizienten a, und b, der diskreten Uebertragungs-
funktion H(z), die es erlauben, den Output yr des Filters aus einer Relation
der Form

Y = E GpUk—n — Z 'bmyk—m

zu berechnen, wobei j einen beheblgen Input darstellt. Je nach angewen-
detes Verfahren sind sowohl die Anzahl als auch die Werte der Koef-
fizienten a, und b, verschieden und stellen somit unterschiedliche diskrete
Annaherungen an die vorgegebenen Eigenschaften des kontinuierlichen Sys-
tems dar. :

Numerische Losung der Diﬁ'erentialgleichung

Diese Methode, welche schon am Beispiel des RC-Filters sowie des Seis-
mometers erlauntert wurde, basiert einfach auf der Approximation der Dif-
ferentialgleichung des Filters durch eine Differenzengleichung. Bei einer
Diskretisierung mit einer gegebenen Abtastperiode T'wird dabei meistens die

“Oppenheim, A. V., Schafer, R. W.: Digital Signal Processmg Prentice-Hall, Engle—
~ wood Cliffs, New Jersey (1975).
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Ableitung der ank’uon y(t) zur Zeit t = kT durch eine Ruckwartsdzﬁerenz |
approxnmert

. :_gig o YT YE1
Yr dt t=kT & T .

Eine Alternative ist die Naherung durch zentralen Differenzen:

. _dy o Yer1 — Yk

O = Gglemar o
Ableitungen hoherer Ordnung werden einfach durch mehrmalige Anwendung
der einen oder anderen Relation approximiert. Die sich daraus ergebende
Differenzengleichung kann dann nach y; aufgelost werden, wobel es bei der
zweiten Methode ‘eventuell ndtig ist, eine Zeitverschiebung um einen oder
mehrere Abtastintervalle emzufuhren, um das Resultat in die abliche Form
' einer RekurSIIonsformel fir y zu brmgen ;

Dle Methode der Impulsmvarlanz

Die Ubertragungsfunktion eines ana.logen linearen Fllters kann in der Form
‘geschrieben werden:

0 Cn8"
ZM dps™ : .
Fur den Fa]l dass der Grad des Zzhlers klemer ist als der Grad des Nen-
ners (N < M), und H(s) nur einfache Pole besitzt, kdnnen wir mittels
- Partialbruch-Zerlegung die obige Gleichung in der Form schreiben:

H (s)

M M A
H(s) =3 Ho(s) = ",
HE) = L) = 3

wobei A,, im allgememen eine komplexe Konstante und —s,, die Polstelle ist.
Betrachten wir zuerst nur einen Term der Ubertragungsfunktlon, zum

Beispiel
, A

s+ 38

In der Tabelle der Laplace Transformationen finden wir die entsprechende

* inverse Laplace Transformation und erhalten so die Impulsantwort:

Hy(s) =

h1 (t) V: Ale_slt.

Wie der Name dieser Methode schon andeutet, soll nun ein diskretes Filter
realisiert' werden, dessen Impulsantwort identisch mit der-Impulsantwort des
analogen Filters ist. Die mit der Schrittlange T" diskretisierte Impulsantwort
ist also

hi(ET) = Age*T
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wobei hier T' die Abtastpenode ist und & d1e Menge der ganzen Zahlen
durchlauft.
Die mit T multiplizierte Z—Transfonmerte dieser Zeltsequenz ist:

COHy(2) = TZhl(kT)z"" TAY e o F

=0 . k=0

" oder m geschlossener Form (geometrische Reihe fir [esszI»‘l <1)

AT

J— 6—51 Tz—l .

Hl(z) =

Diese Gleichung stellt die zu Hy(s) diskrete Form der Ubertragungsfunktlon
dar.
Dieses Resultat lasst su:h verallgemeinern zu

() = S ()=
; , n=1 n;[lv [
S HG) = S = T

Wle wir aber schon im Zusammenhang mit der Fourier Transformation
gesehen haben hat die Diskretisierung eines Signals eine Beschrankung und
eine Pemodlzﬁ:at des entsprechenden Spektrums zur Folge. Dies bedeutet,
dass Spektralanteile des Analogfilters, welche oberhalb der Nyquist Frequenz

- liegen, bei dieser Methode zu Aliasing Probleme fiihren. Das heisst, dass

z.Bsp. bei Tiefpassfiltern mit einer Grenzfrequenz nahe an der Nyquist-
Frequenz das Spektralverhalten stark verfalscht sein kann.

Die Methode der bilinearen Transformation
Ausgehend von der Transforma,tlonsvorschnft fir den Uebergang vom

Laplace— zum Z-Bereich, z = e*%, erhalt man

s=—Inz,

T o
wobei s die komplexe Laplace-Frequenz und T das Abtastinterval sind. Fir
z > 0 gilt die Potenzreihenentwicklung des natiirlichen Logarithmus

p—1  (z—1p (2 — 1)zt
Inz=2]| . . S
S [z I T P DAL i B P R

Bei Abbruch nach dem ersten Gﬁed erhalten wir
';g[z—1] 21—z
S PN R S
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Um aus der a.nalogen Uebertragungsfunktlon H(s) mittels der bilinearen
Transformation die diskrete Uebertragungsfunktion H(z) zu erhalten, genugt
es, s durch die obige Beziehung zu ersetzen:

H() = H)| _gaem

Ausmultiplizieren ergibt dann wieder eine Beziehung der Form

p—

Z]'rg:o‘anz__
1+ 3 bz

Beachte a,ber, dass sowohl die Anzahl als auch die Werte der Koeffizienten ay
und b,, aus dieser Losung verschieden sein werden von denen aus der Losung
der Differenzengleichung. .

Um die Eigenschaften dieser Transformation zu untersuchen, wollen wir
im Folgenden die Variable s mit s, bezeichnen, wenn von analogen Filtern die
Rede ist, und mit s4, wenn es sich um die digitale Realisierung handelt. Dann
ist z = esdT Der durch die bilineare Transforrnatlon gegebener Uebergang

von S, ZU S¢ 1st dann :
2 [1— el

8y = — | —=1.
T 14 esdT »

Letzteres kann auch folgendermassen geschriebenwefden:

== %tanh(-siT—\ :

:‘ ~ Betrachten wir jetzt nochmals den: Term

H(z) =

Ay
Sq+ 81

und ersetzen darin die Variable s, mit der durch die bilineare Transformation -
erhaltene Variable sy, dann erhalten wir

H1(S.a) =

A]I :
2 tanh(%4F) + s,

Hl(sd) =

Nun wollen wir einige Eigenschaﬁen von Hi(s4) betrachten.

Mit s, = jw, und sg = jwg bekommen wir folgende Frequenzantworten
fiir H;(w,) resp. Hi(wq):

A

) =5
und | 4 ’
Hl (wd) E

& tan(%’z) +s
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Figur 5.5: Frequenzgang eines 25 Hz Butterworth Tiefpassfilters 2. Ordnung,
realisiert mittels der bilinearen Transformation. Gestrichelt: Unkompensiert
ergibt eine tatsichliche Eckfrequenz f = 21.2 Hz. Durchgezogen: Kompen-
siert mit f, = 31.8 Hz ergibt die gewlinschte Eckfrequenz fo=25Hz. .

Wir sehen, dass Hl(wa) — 0 nur wenn w, — oo, wahrend Hl(wd) =90
fir wgl'/2 = (2X + 1)7/2. Die durchgefithrte Transformation hat also W
“komprimiert” und Hj(wy) periodisch mit Periode wy = 27 /T gemacht.
Diese Eigenschaften zusammen mit der Tatsache, dass H(wg) = 0 fur
= 1(27/T), erlauben es, eine Diskretisierung von H(wy) mit T als Ab-
tastmterva,]} vorzunehmen, ohne auf “aliasing”—Probleme zu stossen.

Der Nachteil ‘dieser Digitalisierungsprozedur ist, dass das urspriingliche
Spektrum verzerrt wird (warping effect). Aus dem Vergleich der zwei
" Beziehungen fiir H;(w,) und Hj(wg) sehen wir dass

) 2 wyT
Wy = -T—tan(—;—— .
' Mit anderen Worten, die Uebertragungsfunktion des mit der bilinearen.
Transformation realisierten diskreten Filters hat bei der Frequenz wy den
~gleichen Wert wie die kontinuierliche Uebertragungsfunktion bei der Fre-.
quenz w,. Das muss bei der Bestimmung der Filterparameter beriicksichtigt
werden. Wollen wir zum Beispiel ein Butterworth Tiefpassfilter mit der Eck-
frequenz wy realisieren, dann fithrt eine direkte Anwendung der bilinearen
Transformation wegen dieser Frequenzverzerrung dazu, dass die tatsachliche
Eckfrequenz des. diskreten Filters, wq, geringer als die gewiinschte Frequenz,
wo, ist. Diese Diskrepanz ist umso grosser je ndher die gewiinschte Eckire-
quenz bei der Nyquist-Frequenz liegt. Der Effekt kann zumindest teilweise
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kompensiert werden, indem man die gewﬁnschteEckErequehz, wg, durch eine
Frequenz w, ersetzt, welche durch die Gleichung v

2 T
we =15 ta,n(ci;—

gegeben ist (Siehe ABbﬂdung 5.5). Auf Englisch wird diese Prozedur als
prewarping bezeichnet. _ .
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| Kapltel 6

Inverse Fllter

Einleitung

Die inverse Filterung wird in ‘der Seismik sehr oft . gebraucht, um
unerwiinschte Einflisse in einer Zeitserie zu entfernen. Bei der Aufgabe, aus -
" einer seismischen Aufzeichung die wahre Bodenbewegung zu bestimmen, ver-

" sucht man zum Beispiel, den Einfluss des Seismometers auf das beobachtete
Signal riickgangig zu machen. Die inverse Fllterung wird oft auch Dekonvo-
lution oder Restitution genannt. -

Es seien:
U(z) die Z- Transformierte des zu rekonstruierenden, Signals
G(z) die diskrete Uebertragungsfunktion des unerwiinschten Effektes
Y(z) = G(2)U(z) die Z-Transformierte der Signalaufzeichnung
H(z) die diskrete Uebertragungsfunktion des inversen Filters

UE) UG) = HEY()

Y(2) = GEU() |

G(2) H(z)

Aus U(z) = H(Z)Y(z) (z)(G’(z)U(z)) = (H(z)G(z))U(z) folgt

1
G(z)

H(z)G’(z) =1= H(z)

Obige Beziehung fir die Z—Tra,nsformatlon des dlskreten Filters und sein In-
verses gilt sinngemiss auch fir die kontinuierliche Uebertragungsfunktion
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(Laplace Transformation) und fiir den Frequenzgang (Fourier Transforma-
tion). Im Prinzip ware hiermit das Problem der Dekonvolution vollstandig
gelost.

Die Ausfithrung der Dekonvolution stosst jedoch sowohl an grundsatzhche
als auch an praktische Grenzen. Grundsatzlich gilt es zu beachten, dass nicht
jedes stabiles Filter G(z) auch tatsichlich ein inverses Filter H(z) besitzt,
welches stabil ist. So ist eine Bedingung fiir die Stabilitat von H(z), dass
G(z) minimalphasig ist. Im Weiteren gilt, dass kein noch so raffinierter
Algoritmus diejenigen Signalanteile von U(z) restituieren kann, welche durch
die Wirkung von G(z) auf einen Wert unterdrickt wurde, der kleiner ist
als die Auflésung der Digitalisierung. In der Praxis gilt ausserdem, dass
sowohl U(z) als auch ¥(z) durch additive Stérsignale (Noise) verfalscht sind.
Dies kann oft zur Folge haben, dass durch den Dekonvolutionsprozess diese
Storungen weit grosser werden als das gesuchte Nutzsignal U(z). Somit ist es
im Allgemeinen nicht moglich, das urspriingliche Signal U(z) vollstandig zu
restituieren. Man muss sich auf diejenigen Signalanteile von U(z) und Y (z)
beschranken, die bezogen auf die Wirkung von H(z) ein geniigend gutes
Signal/Stor-Verhaltnis aufweisen.

\

Optimale inverse Filter

Neéhmen wir an, dass G(z) durch die Glelchung

G(z) = go +glz Lyt gnzT

~ darstellbar sei (n endlich). G(z) entspricht also einem FIR- bzw. MA-Filter.

- H(z) wird dann ‘
1 1

G(z) go+gzt+...+ gnZ™"

H(z) =

H(z) wird in der tblichen Form durch
H(Z) ho + h12 + h22_2 + h3z_3 “+ ...

dargestellt, wobei die verschledenen h; durch gewdhnliche Polynomdivision

bestimmt werden konnen. Interessant ist hier die Tatsache, dass H(z) im
Allgemeinen unendliche Lange besitzt, d.h. das inverse Filter ist ein IIR-
Filter. ‘

Beispiel: Betrachten wir den Fall wo G(z) =1+ 'a‘z_i, dh. go = 1 und
¢1 = a. In diesem Fall gilt fiir das inverse Filter H(2):
‘ H(z) = 1 I—az ' +ad?272%+
1+az71 - o
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Die inversen Fiiterkoefﬁiienten sind dann
hbil hy = —ahg—a, hk—-—:(—a)‘rc

Es sei U(z) = 1 (dh wir nehmen an das Emgangss1gna1 in unser
gegebenes System sei der 6—Impuls gewesen), dann gﬂt

Y(z) =G()U(z) =1+ az”

und die inverse Filterung restituiert uns das gewunschte Signal, namhch
den urspriinglichen Input :

H(z)Y(z)‘:(l—az a2z A +ez ) =1

In der Praxis ist man interessiert, ein ahgenahrtes inverses Fﬂter endlicher
Linge zu bestimmen. Betrachten wir zunéichst das Resultat des vorherigen
Beispiels. Wenn wir H(z) nach n+1 Glieder abbrechen bekommen wir

H(z) = 1—az"' + a2z —l—’...+(—a)"z
und der tatsachliche Ausgang unseres inversen Filters ist
fI(z)Y(z) =(1—az'+...+ (—a)”z"“)(l +az™) =1~ (—a)"tz!

Der Fehler e, als Differenz zwischen der gewunschten und der berechneten
Zeitserie (sz zwischen 1hren Z- Transformierten), wire in diesem Fall

Zlen) = E(2) = eoterz t+elz 24 .. [H(z) H(z)]Y(z) = (— a,)”“ —n-1

Wir definieren eine Energiefunktion der Fehlerreihe E(z):
I= Z €.
k=0

_(Beachte, dass entsprechend der Definition der Z-Transformation die Koef-
fizienten von Zle,] nichts anderes als die Werte der Zeitreihe {e,} sind).
‘ In unserem Fall ergibt das I = a2™*Y, d.h. mit a < 1 nimmt der Fehler
I mit zunehmender Lange n ab. Das hangt damit zusammen, dass g bzw.
G(z) einem minimalphasigen Filter entspricht (go = 1, g1 = @ und go > ¢1)-
Diese Energiefunktion I der Fehlerreihe kann auch verwendet wer-
den um eine Art Optimierung eines endlichdimensionalen inversen Filters
vorzunehmen. Angenommen wir méchten das inverse Filter H(z) des vorheri-
_ gen Beispiels-mit nur zwei Gliedern approximieren, d.h.

ﬁ(Z) = EQ + ?tlz_’l
Wie miissen wir ho und izibestimnlen, damit f minimal wird?
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Da wir angenommen haben, dass ug = 6y, gilt H(2)Y(z) =U(z) = 1 und
dann ist ‘

E(2) = H(2)Y (2) — ﬁ(z)Y(z) =1~ [(ho + hyz™")(1 + az™)].
Ausmultiplizieren liefert | |
E(z) = (1 — ?Lg) —~ (afzo -+ ?zl)z'l —ahyz7?

Wie schon erwahnt sind die Koeffizienten dieses. Polynoms genau die Werte
der Fehlerreihe e,, die endlich ist und in diesem Fall drei Punkte lang ist.
Die ausmultiplizierte Summe der Quadrate dieser Koeflizienten liefert uns
somit die Energiefunktion, die als Funktlon der gesuchten Grossen ho und Ay

B betrachtet werden kann:

' I(ho, ) = 1— 2ho + (1 + a3 + 2ahohy + (1 + a?)R2.

Um das optimale zwelghednge Filter zu finden, suchen wir diejenigen Werte
von fo und hl, welche die Funktion 1 (ho, hl) minimalisiert. Die Bedingungen
fur ein Minimum sind bekanntlich

A _y 2.
8h0 ahl

Das fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten - '
—2 4+ 2(1 + a®)ho + 2ahy

2aho + 2(1 + a*)hy = 0,

l
©

welches aufgelost werden kann mit dem Resultat:

iL _ 1+’(1,2
7 11 a2+ at
und
~ —a
hy = ———
1 1+’a2+q4.’

sowie dem entsprechenden minimalen Fehler
at

- 1+a2+q4'

1L min

Das Prinzip der Bestimmung eines optimalen inversen Filters ist die
Grundlage der Methoden der Estimationstheorie (z.Bsp. Wiener-Filter).
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Beispiele von optimalen inversen Filtern

| Inverses Filter 1

~ Bestimme das 70 G(z) =1+ az~! approximative inverse Filter F[(z) mit 3
Flementen, d.h. 3 e
H(z)=ho+ bzt Ry 2

Loesung
Gegeben das Filter mit

G(z) = 1 +az”
Gesucht das optimale inverse Filter mit drei Gliedern:
() = otz 4 ha
Die Z- Transfofnnerte der Fehlerfunktlon ist a}lgemem
E(z) = G(Z)H(z) G(z)H(z) =1- G(z)H(z)
und in diesem Fall
B(z) = (1 — ho) ~ (ako + ha)z™ - (ahs +a)e ™ = (ahe)="

Die Koeffizienten hj des optimalen inversen: Filters ergeben sich: aus der
Forderung, dass [ =3, ek mlmmal sei. Da E(z) =€z’ + 1271 + ... folgt

I= (1~ ho)’ + (aho + h1)? + (ahy + hz)2 + (ahy)?

und d1e Bedingungen fiir ein Minimum smd

a1 , '

or .

ETH = (aho+ h1) + a(ahy + hs) =0
oI

6h2 ((lhl + h2) + G((th) = 0

Dies entspricht _einem hnearen GIe1chungssystem mit drei Glelchungen,
welches nach den drei Unbekannten, hg, k1, ko, aufgelost werden kann. In
Matrix Schreibweise, Ah = b, ergibt dies -

(14 a?) a 0 o\ (1)
(oo L))
-0 » :a ) (1—["62) hzr 0

R | : : 55



' M1t D= Det(A) und unter Anwendung der Kramer schen Regel folgt

D=01+d)(1+)—a 3 — ala(1 + a®)] + 0=(1+ a,z)(l +a%)

und p

5 (1 + a?)? — a? _ 1+ad*+a*

°.7 D. . (1+a)(1+ah)
a(1+a2) 0 a .

hy = , =

_ D (144

2 2 :

by = = 2

D~ (1+a?)(1 4+ a%)

- Inverses Filter 2

Bestimme die zu

Gi(z) =2+ 21+ 2% und

Go(2) =1+ 271 + 2272 ,

approximative inverse Filter H,, bzw. H, 'mit 3 Elementen und berechne d1e
zugeordneten Fehlerenergien.

Loesung

Gegeben sei das Filter

G(2) = ao + a1zt + azz”?
Gesucht ist das Aoptimale inverse Filter
I—?(z) = ho 4 hyz7t 4 hyz?
Die Transformierte der Fehlerreihe ist allgemeinr
| E(z) = G(z)H(z) — G(z)H(z) =1 — G(z)ﬁ(z) = eg2® + €177 + .
‘und in diesem Fall

G(z)ﬁ(z) = agho + (aoh1 + a1h0)z—,l + (aghs + arhs + a2h0)2_2
—I— (dlhg + azhl)z + a2h22_4 )

Die quadratlsche Fehlerfunktlon ist

ey
l

- Zek

I = (1 - aoho) + (a0h1 -+ alho) + (aoh2 + G1h1 + azho) +
(a1hy + azhl) + (azhz)
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Die Bedingung fur einen minima,len Femer I sind

oI
8h0 =0
o1
o =0
oI -
o, 0

Ausrechnung ergibt

’ —(1 —_ aghg)(lo + (Gghl + alho)al + (aohg + a1h1 + (12]1-0)(12 = 0 ‘
(a0h1 + alho)ao + (a2h0 + a1h1 + (lzho)al + (&1h2 + aghl)az :
(aohz + a1h1 + asho)ao + (a1h2 + azhl)th +azhsaz = 0

i
.=

oder umgestellt

(a() + 01 + az)ho + (aoﬂh + a1az)hy + (aoaz)hz = do
_(aoa1 —I— alq2,)h0 + (ao + (1,1 + a2)h1 + (agal + (l]_d2)h2 = O .
(@oaz)ho + (aoay + araz)hy + (ag + af‘ + aﬁ)hg = 0

Dies ist Wleder ein lineares Glelchungssystem mit drei Gleichungen, welches
nach den drei Unbekannten ho, hy, hy aufgelost werden kann

Aufgabe

 Bestimmen Sie mlt MATLAB die Koeﬁiz1enten hi und den Fehler I fur die
zwei Falle:

ap=2a,=1ay;=1und

ag=1 ag=1 ay=2.

Wie erkliren Sie den Unterschied in den berechneten Fehlern?
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1

Resultat fiir Fall 1: ap =2 a; =1 ay = 1:

6 32\ (h\ [(2)
1363 m]|=]0
‘\236)\h 0

o H(z)=9/20 - 1/527 —1/2027
Error == 1/10

Resultat fir Fall 2: do =1 'a‘l =1ay;=2:

6 3 2 " ho ‘ 1Y)
2 3. 6 hy . 0-

= H(2) = 9/40 — 4/4027* — 1/40z72
Error=1=31/40 |

~ Fall 1 ist ein ‘minimalpha,siges Filter und sein Inverses ist stabil. Fall 2
hingegen ist ein maximalphasiges Filter und sein Inverses ist instabil.
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Ableitung und Integration

Numerlsche Ableitung

Oft 1st ‘es notwendig d1e diskrete Ableitung einer Zeltrelhe zZu berechnen oder -
eine leferentla,lglelchung zu diskretisieren. Ausgehend von der formalen Def-
inition der Ableitung einer Funktion z(t) kann man ohne Schmengkelten die
Ableitung durch einen Differenzenquotienten approxumeren

9_?2_ . x(t+h)—m(t) N A:ck _ a:k—a:k_l
it ok VAL te—tha

Unter der Annahme eines konstanten Abtastintervalls T' = # — ;1 konnen
wir schreiben:
. dz Tk — Tt
o T == E{lt:kT ~ 7 | ‘
Da das Resultat immer aus der Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Werten berechnet wird, besteht die so berechnete numerische Ableitung einer
Zeitreihe von n Werten nur noch aus n — 1 Werten. Wie oben geschrieben,
entspricht dies einer Rickwdrtsdifferenz, da die Steigung zwischen %k und
%k — 1 dem Resultat zur Zeit k zugewiesen wird. Weist man hingegen dem
Resultat zur Zeit & die Steigung zw1schen k+1 und k zu, entspricht das einer
Vorwartsdzﬂ’erenz :
dzx ZTpy1 — Tk
= G T
- Beide Strategien sind unbefriedigend, da in der Tat diese Stelgung einem
Punkt im Inneren des Intervalls entspricht. Die Approximation ist wesentlich
besser, wenn man die Zeitwerte der abgeleiteten Zeitreihe um ein halbes
Abtastintervall verschiebt.
Durch mehrmaliges anwenden dieser Rechenregeln erhalt man Approxi-
mationen von Ableitungen hoherer Ordnung: '

_ d2x| %k 2%k 1 + T2
T = g = T? '

Eine Alternative ist die Approximation durch zentralen Differenzen:

. dz Te+t — Th-1
T = It-.kT ~ T
s d2 e\ v Tpyy — 221 + Tp- 1
E= e t=kT & T2

So geschrieben hat das Resulta,t zwei Werte weniger- als die abzuleit-
ende Zeitreihe. In der Praxis kann man aber den ersten Wert durch
eine Vorwartsdifferenz und den letzten Wert durch eine Rickwartsdifferenz
berechnen. ‘
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In der Praxis wird man meistens die Ableitung z; einer neuen Zeitreihe .

yz zuordnen, wie z. Bsp. in diesem Fall der Riickwartsdifferenzen:

3 = T — Tk-1
E= .
_ T

In dieser Form kann man die numerische Ableitung auch als ein Filter betra- -

chten, der die Zeitreihe 7% in eine neue Zeitreihe yy fberfithrt. Dabei handelt
es sich bei allen oben vorgestellten Varianten der numerischen Ableitung um

sogenannte nichirekursive Filter: Jeder neue ‘Wert y; berechnet sich auss- -

chliesslich aus einer Linearkombination von Werten der Zeitreihe .

- Numerische Ihtegration

Im Diskreten wird das Integral einer Funktion am nahehegendsten zu einer
Summe iiber die entsprechende Ze1tre1he

k
yk:TZmna

n=0

wobei hier T wieder das Abtastintervall ist. Da fiir jeden Wert y; bei dieser
Formulierung fiber alle fritheren Werte von z summiert werden muss, wird
"“der Rechenaufwand fiir grosse k enorm gross. Dem kann man leicht abhelfen
indem man stattdessen bei der Berechnung von y; vom. vorherigen Wert Yk—1
ausgeht und diesen aufdatiert: -

Yr = Yr-1 + Tzy.

Dlese einfache Summation liefert aber hauﬁg nur eine unbefriedigende

Niherung. Besser ist die Anwendung der sogenannten Trapezregel, welche .

~ die Summe iiber den Mittelwert von zwei benachbarten Werten ausfithrt und
damit implizit jeweils zwischen zwei Punkten-]jnear interpoliert:

(wk + -'L'k-—l)
2

Wie im Falle der Ableitung, kann man das Integral als eine Art Filter be-

Yk = Yr— 1+ 7

trachten, welche eine Zeitreihe z; in eine neue Zeitreihe y; verwamdelt. Im

- Gegensatz zur Ableitung beruht aber der neue Wert y; nicht nur auf einer
Linearkombination von Werten der Zeitreihe © sondern auch noch auf einen
fritheren Wert von y. Darum wird ein solcher Filter als rekursiv bezeichnet.

. i
i’ "y iy, A0
C LAY !JC(FZ ] \m ‘l\gm Py Wlang an , gl 14 ik
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,_ Die FFT in MATLAB

Die FFT einer Zeitreihe z,,, die N Werte lang ist, wird in MATLAB mit' dem
Befehl ££t(x,M) ausgefithrt. Wenn M < N ist, dann wird die Zeitreihe
gekirzt, wenn M. > N ist, dann werden entsprechend viele 0 angehangt.
Ohne Angabe von M, also mit £ft(x), wird die FFT mit N- Werten aus-
gefithrt. Weder N noch M miissen einer Zweierpotenz entsprechen, aber fiir
den Rechenaufwand ist es von Vorteil: Im unginstigsten Fall wird aus der

FFT eine langsame DFT. Sei im Folgenden M = N, dann ist

' N-1
fft(x,N) = Z e 7 2

n=0

Wird ein Spektrum mit korrekten Einheiten gewiinscht, muss das Resultat
noch mit der Lange des Abtastintervalls At multipliziert werden.
Mit Delta = At ist dann g ‘

‘ N-1
X = Delta * £+ (x,N) = At Z a:ne"Jgj%a = X3
: n=0

Der komplexe Vektor X hat N Werte. Zur Darstellung des vollstandigen
Spektrums von der Frequenz 0 bis zur Nyquist-Frequenz geniigen aber die
ersten N/2 + 1 Werte. Mit der Abtastrate f,, sei Fnyq = Finyg = f5/2 =
1/(2At) die Nyquist Frequenz und Nf = N/2+ 1 die Anzahl Frequenzwerte
von 0 bis Fy,,, dann kann man zur Darstellung des Resultates der FFT den
Vektor mit den entsprechenden Frequenzwerten wie folgt erstellen:

' f = linspace(O,Fnyq,Nf); '
oder mit dem Frequenzintervall df = Af = /(N At’),‘
| f= O:df:Fnyq;
Das Amplitudenspektrum kann man dann darstellen mit‘v
| plot(f,abs(X(1:N£)))

Die inverse FFT wird mit ifft(X) ausgefiihrt, wobei

' ‘ ]. N-1 - 2ikn
y = ifft(X) = = Y Xpet?w
) . N k=0

Das Resultat y ist ein komplexer Vektor und die urspriingliche reelle Zeitreihe
z, erhalt man mit x = real(y), oder mit x = real(y) / Delta, falls X
" korrekt mit At normiert worden ist. Falls Xj das Resultat von X = £ft(x,M)
und M # N war, ist die-Lange von z, als Resultat von ifft (X) nun aber
gleich M statt N.
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Die Uebertragungsfunktion in MATLAB
Pole und Nullstellen

In MATLAB kénnen die Pole und Nu]lste]len einer Uebertagungsfunktmn
sehr einfach mit der Funktion zplane in der komplexen Ebene dargestellt
werden. Die Funktion zplane kann entweder explizit mit den Polen und
Nullstellen in zwei Spaltenvektoren oder mit den Koeffizienten des Nenner-
und Za.hlerpolynoms aufgerufen werden. ‘

- Beispiel fiir ein Seismometer mit der Dampfung xiund der E1genfrequenz
fO bzw. w0 = 2xpixf0:
Aus den Polen und Nullstellen (m Spaltenvektoren)
X = -w0*xi;
y = -wO*sqrt(1-xi*xi);
pol = [x-j*y;x+j*yl /% Pole
zer = [0;0] % Nullstellen
zplane(zer,pol)
Oder aus den Koeflizienten der Uebertragungsfunktlon (m Zeilenvektoren):
[1 0 0] % Zaehler

num =
den = [1 2%xi*w0 wO*w0] % Nenner
zplane (num,den) '

" Im Fall eines Polynoms nullten Grades (eine Konstante), welches keine’
Nullstellen besitzt, muss im Aufruf mit Polen und Nullstellen
- zer = NaN bzw. pol =
(Not a Number) gesetzt werden. Die Alternative
zer = [ ] bzw. pol = [ ]
(leere Matnx) funktioniert nicht in allen Versionen vom MATLAB

- Der Fall eines Polynoms nullten Grades ist dann gegeben, wenn d1e Ueber-

tragungsfunktion eine Konstante im ‘Zahler oder Nenner hat. Die Funktion
zplane interpretiert aber einen Skalar oder einen Vektor mit einem einzigen
Element als Spaltenvektor und somit als Nullstelle eines Polynoms. Beim
Aufruf von zplane mit Koeffizienten der Uebertragungsfunktion ist im Fall
von Polynomen nullten Grades daher Vorsicht geboten.
Sei zum Beispiel der Nenner einer Uebrtragungsfunktion gleich 1, dann wird
num = 1 oder num = [1]
von zplane als eine Nullstelle bei (1, 30) mterpretlert Setzt man stattdessen
‘num = [0 1] oder num = NaN _
dann erkennt zplane, dass keine Nullstelle vorhanden ist, wobei in gewissen
Versionen von MATLAB darauf geachtet werden muss, dass die Langen der
Vektoten num und den gleich sind.

63




Als Alternative kann man im Aufruf von zplane die Nullstellen der zwel
Polynome num und den mit der Funktion roots auch explizit berechnen:
zplane(roots(num) ,roots(den)) v
Bei diesem Vorgehen fiihrt auch im Beispiel mit einer 1 im Zahler der Ueber-
tragungsfunktion der Aufruf zplane(roots(1),roots(den)) zum richtigen v
Resultat. ' : R ' :

Die Funktion zplane macht keine Annahmen beziiglich der unabhiigigen
Variablen der Polynome und dient daher der Darstellung der Pole und Null-
stellen sowohl analytischer Uebertragungsfunktionen (Laplace Transforma-
tion) als auch diskreter Uebertragungsfunktionen (Z-Transformation).

Frequenzanf.wq'rt

Der Betrag und die Phase der Frequenzantwort als Funktion der Kreisfre-
quenz w lasst sich aus den Koeffizienten der analytischen Uebertragungs-
funktion mit der Funktion freqs und der diskreten Uebertragungsfunktion
mit der Funktion freqz berechnen und darstellen. ' v
Seien num und den wieder Zahler und Nenner der analytischen Ueber-
tragungsfunktion, dann wird mit dem Aufruf freqs (num,den) die komplexe
Frequenzantwort als Funktion der Kreisfrequenz w an 200 logarithmisch gle-

ichverteilten Frequenzwerten berechnet und dargestellt:

N
Zn:() an Sn

T30, b

H(je) = H($)lomso =

Will man das Resultat als Funktion der Frequenz, f, statt d.er. Kreisfrequenz, =~

w, muss freqs wie folgt aufgerufen werden:

[H,w] = freqs(num,den); '

subplot(2,1,1) o

loglog(w/(2*pi) ,abs(H))

grid : ’

xlabel (*Frequenz (Hz)’)

ylabel(’Betrag’)

subplot(2,1,2) 7

 semilogx(w/(2+%pi) ,unwrap(angle(H))/pi)

grid . \ .

xYabel (’Frequenz (Hz)’)

ylabel(’Phase (PI)’) ‘ ‘ ,

Hier berechnet die Funktion angle die Phase einer komplexen Zahl und die

Funktion unwrap kompensiert allfallige Phasenspriinge bei multiplen von %m.
Zur Berechnung der Frequenzantwort eines diskreten Systems, missen

- nicht nur die Koeffizienten a und b des Zahler- und Nennerpolynoms

angegeben werden, sondern auch die Anzahl Frequenzwerte n und die Ab-

tastrate f,. Der Aufruf nur mit freqz(a,b) ist zwar auch moglich, liefert
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aber eine Darstellung, die in den meisten Fallen unbefriedigend ist. Mit dem
unten aufgefiihrten Aufruf berechnet freqz die n linear gleichverteilte Fre-
quenzwerte f zwischen 0 und der Nyquist Frequenz sowie die entsprechenden
Werte der komplexen Frequenzantwort H:

' [H,f] = freqz(a,b,n,fs); ‘

subplot(2,1,1)

loglog(f, abs (H))

grid

xlabel (’Frequenz (Hz)’)

ylabel(’Betrag’)

subplot(2,1,2)

semilogx(f, unwrap (angle(H))/pi)

grid

xlabel (’Frequenz (Hz) )

ylabel(’Phase (PI)’)

Impulsantwort

Zur Berechnung der Impulsantwort eines diskreten Systems geniigt es, die
entsprechende Differenzengleichung definitionsgemass auf einen diskreten
Einheitsimpuls anzuwenden. In MATLAB steht dafir.die Funktlon filter
zur Verfugung

y= f’ilter(a b,u)"

Die Funktion filter entspricht einer Anwendung der allgemeinen Form der
Differenzengleichung

boyr = oty + a1ty + - -+ + anup-N — byr1 — - = brYr-m

Der Name filter kommt daher, dass die Differenzengleichung die allgemeine
" Form eines linearen und zeitinvarianten Filters darstellt. Damit y schliesslich
einer Impulsantwort entspricht, muss u vorgangig als Einheitsimpuls definiert
sein: '
u = zeros(1l,n);
u(1,1) = 1/deltat;
wobei hier n die gewtinschte Lange der Impulsa,ntwort und deltat das Ab-
tastintervall At = 1/f, sind. Der Vektor a entspricht den sogena,nnten Mov-
ing Average oder MA Koeflizienten a, und der Vektor b den Autoregressive
oder AR Koeflizienten b,,. Dabei gilt es aber zu berucksmhtlgen, dass MAT—
LAB keinen Index 0 kennt. Somit sind '

a(1) = ap und a(N+1) = ay

b(1) = by und b(M+1) =bpr
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Unserer Notation entsprechend ist fiir alle Filter b(1) = by = 1. Wird die

Routine filter mit b(1)# 1 aufgerufen, dann fithrt filter selber eine
Normierung tt b(m)/b(1) und tt a(n)/b(1) aus. Ausserdem gilt fiir ein reines.
AR Filter a = [ao] und fiir ein reines MA Filter b = [1].

‘Beachte: Tn manchen Textbiichern und anderen Arbeiten smd die AR
Koeffizienten mit umgekehrtem Vorzeichen definiert, so dass in der Differen- -
gengleichung nur + Zeichen erscheinen. Ausserdem sind in der MATLAB
Dokumentation die Koeffizienten a und b gegeniiber unserer Notation konse-
quent vertauscht.
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Minimale und maximale Phase

1

The Energy Distribution in a Wavelet-

Before entering into a discussion of high-resolution-shaping filters, let us.
consider first how the energy of a wavelet is distributed throughout the time
range of its duration. We shall find that the manner in which this energy is

" distributed provides a basis for understanding how high-resolution filters

work: In Figure 7-2, four different wavelets are shown. Each of these wavelets
has the same time duration and the same frequency content (see Figure 7-3),
so that the amounts of high frequencies, intermediate frequencies, and low

frequencies are precisely the same in each wavelet. But, while these wavelets'

all have a common frequency magnitude spectrum and a common time
duration, they differ in their time distribution of energy. The term “magpi-
tude spectrum,” as we have used it before, refers to the absolute value of
the Fourier transform of the wavelet. . , -

Wavelet (a) has its energy concentrated as closely as possible to its
front end; that is, the energy is delayed in time the smallest possible amount

Energy concentrated o ) Energy concentrated
oAt front at back , SN

A oA |

|I-|;llllJlll41|Jl‘lg
0 10 20 3_0 0 10 20 30 0 10 20 30 O 10 20 30

Time {ms) Time (ms) * Time (ms) Time {ms)

Figure 7—2. Suite of four wavelets having the same magnitude spec-
trum: (a) minimum delay; (b) and (c) mixed delay; (d) maximum

delay.
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Figure 7-3. Common magnitude spectrum of the wavelet suite 6f
Figure 7-2. ’

1980.
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for any wavelet with the magnitued spectrum shown in Figure 7-3. Under
the restriction that the frequency content of the wavelet suite of Figure 7-2
- be fixed, it is not possible for wavelet (a) to have its energy concentrated
still closer to its front end. For this reason, the wavelet (a) is called the mini-
mum-delay wavelet of the suite. Of course, if we were allowed to add still
higher frequencies to the spectrum of Figure 7-3, we could made the wavelet
- (a) have a still sharper leading edge, but under the restriction that the magni-
tude spectrum be held constant, the minimum-delay wavelet has a leading
edge that is sharper than the leading edge of any other wavelet of the suite.
At the other extreme, we have wavelet (d). This wavelet has its energy
_ concentrated as closely as possible to its back end. In other words, the energy
is delayed in time the greatest possible amount for any wavelet with the same
© magnitude spectrum and same time duration as wavelet (2). It is not possible
to make wavelet (d) have its energy concentrated any farther to the back
under the restriction that the magnitude spectrum and time duration.of the
wavelet suite of Figure 7-2 be as specified. For this reason, wavelet (d) is
called a maxinim-delay wavelet. Tt is easy to see that wavelet (d) is nothing
more than the time reverse of wavelet (a); that is, the maximum-delay wavelet
is the time reverse of the minimum-delay wavelet. It also follows that the
wavelet (d) has the sharpest possible trailing edge of any wavelet with our
given magnitude spectrum and time duration. o '
Intermediate between the minimum-delay and the maximum-delay
wavelets are the mixed-delay wavelets. As we have seen in Chapter 5, there
are many possible different mixed-delay wavelets as we run through the
transition of energy concentration from the front to the back edge of the
wavelet. In Figure 7-2, we show two of the possible mixed-delay wavelets
having the same time duration and magnitude spectrum as wavelets (a) and
(d). We see that the energy in wavelet (b) is delayed, with respect to the mini-
mum-delay wavelet (a), but not delayed as much as in the case for wavelet ().
If we deal in discrete time, so that the time variable ¢ is replaced by a
time index 7 that assumes integer values corresponding to the time points that
are sampled, '

i=012,...,

then we know that the number of wavelets with the same starting point and -
the same finite time duration and having a given magnitude spectrum is
finite. Let us assume that a wavelet is sampled at equal increments of time At
at the points i = 0, 1,2, ..., n. We then say that this wavelet, described by
(n + 1) sampled values, is an (nAf)-duration wavelet, or equivalently an
(n + 1)-length wavelet. In general, there will be at most 2 different discretely
sampled (nAf)-duration wavelets having the same starting point and a given
magnitude spectrum. There are no other finite duration wavelets with the

same begirining point‘ and this given magnitude spectrum although there are
_an infinite number of infinite duration wavelets having the same beginning

point and this given magnitude spectrum. In Figure 7-2, the points at which
- the wavehsapes have been sampled are indicated by heavy black dots. We
. nete that all four of these waveshapes are sampled at 2 ms increments at a
" total of 16 discrete points, i.c., they are 30 ms duration wavelets. We have
here chosen to show only four wavelets of the suite having the magnitude
specturm given in Figure 7-3. While all members of a suite have a common
magnitude spectrum, their phase spectra are distinct. In fact, the minimum-
delay wavelet (a) is the “minimum phase-lag” member of the suite, while the
" maximum-delay wavelet (d) is the “maximum phase-lag” member of the same
suite.




Butterworth Filter 2. Ordnung

Pole und Nullstellen

Die komplexe Uebertragungsfunktlon des Butterworth Tlefpassﬁlters 2. Ord-
nung ist .
. wg
. 82 + v 2uwps + wo
Da der Zahler eine Konstante ist, hat das Butterworth T 1efpassﬁ1ter keine
- Nullstellen. Die Nullstellen des Nenners und somlt die Pole des Filters sind

H (3)

mit
Wo

. (s— 31)(5 ‘“‘3.2). _

Diese zwei komplexen Pole sowie die Tatsache, dass keine Nullstellen vorhan-

den sind, geniigen also um das Filter i im Kontinuum Voﬂstandlg zu bestim-

CH(s)=

. men.

Die komplexe Uebertragungsfunktlon des Butterworth Hochpassﬁlters 2.

Ordnung ist

82

, 32 + v2wos + W’
Die Pole des Hochpassfilters sind die gleichen wie diejenigen des Tiefpassfil- .-
ters, es kommen a,ber noch zwei Nullstellen im Ursprung (0,0) der komplexen
s—Ebene hinzu. :

Ein Vergleich mit der Uebertragungsfunktlon und den Pole und Nu]l— '
stellen des Seismometers zeigt, dass, bis auf das Vorzeichen, das Seismome-
ter ff den Fall gleicher Bewegungsgrossen am Ein- und Ausgang und mit
einer Dampfung ¢ = v/2/2 einem Butterworth Hochpassfilter 2. Ordnung
entspricht (siehe hierzu die Darstellung der Lage der Nullstellen und Pole in
der komplexen Ebene fiir das Seismometer).

Den Frequenzgang H(w) erhalt man ganz einfach, indem man in der
Uebertragungsfunktion s mit jw ersetzt.

H(s) =
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Dlskretes Butterworth Tlefpassﬁlter

Wir gehen aus von der analytlsche Uebertragungsfunktlon des Butterworth
Tiefpassfilters 2. Ordnung '

2
Wy

H(s) = —.
(s) 52 + V2wes + wd

Die Riicktransformation von H(s) liefert die Impulsantwort, wobei wir zur

" Vereinfachung der Schreibweise %Z = £ setzen:
h(t) = szoe—sw‘?t sin(fwgﬁ). .

Wir wollen nun noch die zugehérige Differentialgleichung aufschreiben.
_dazu erinnern wir uns an die allgemeine Definition der Uebertragungsfunk-

tion:
| Y(s)
U(s)

Umnstellen dervUebertraLgunésfunktion ergibt in unserem Fall

H(s) = =~

(s + V2uwos + W)Y (s) = wOU(S)

oder

Y (s) + \/iwng(s) +wiY(s) = wOU(s)

‘Dies ist die Laplace-Transformation der Dlﬁ'erentlalglemhung des Filters.
Durch Riicktransformation erhalten wir die Dlﬁ'erentlalglelchung

i + V2o + wiy = wiu(t).

Unser Ziel ist es nun, eine Prozedur zu finden, die uns ermoglicht, die
Wirkung dieses Filters auf ein beliebiges diskretes Eingangssignal zu mod-
ellieren. Wir suchen also einen Algorithmus, der uns fiir ein diskretes Ein-
gangsmgnal ur das geﬁlterte diskrete Ausgangssignal y; liefert. Dazu wollen
wir im Folgenden vier verschiedene Verfahren vergleichen: :

1. Diskretisierung der Differentialgleichung mittels Riickwartsdifferenzen,
2. Diskretisierung der Diﬁ'érexitialg}eichung nﬁttels zentraler Differenzén,

3. Reahswrung der diskreten Uebertragungsfunktion unter der Vorausset—
zung der hnpulsmvananz

4. Realisierung der diskreten Uebertragungsfunktion mit der bilinearen
Transformation.

70



Riickwartsdifferenzen

Eine Moglichkeit eine D-iﬁ'grentialgleichung zZu diskretisiélfen besteht darin; v
die Ableitu_ngen durch Rickwartsdifferenzen zu ersetzen. Mit T' als Bezeich-
nung fir das Abtastintervall machen wir folgende Naherungen:

Yx ?/k—

Ye — 2Yr—1 + Yr—2
T °

T2

Y(B)le=rr & und § (t) lt—kT ~
Einsetzen dieser Naherungen in ‘die‘ Differentialgleichung'ergibt': ;

E— 2Yr—1 + Yr—2 yk—'yk ,
¥ T21 Y + 2w LA Ll WaYE = wauk

Umgeformt f{ihrt' dies auf die Diﬁerenzengleichung,
(14 V2weT + 2Ty + (— \/§on Qyra + Y2 = wiT?uy,
die ohne Weiteres na,ch Yk aufgeliist werden kann:
Yr : dou;; - bl?lk—l - 523/1:-2,‘_‘

mit den Koeflizienten

22
wsl

G = 1+ V2w T + wiT?
N
1+ V2woT + wiT?
b !

1+ V2w + w3T?
Im Fall eines 1 Hz-Filters ist wg = 27 und mit einer Abtastrate von 100 Hz
ist T = 0.01 s. Das ergibt die Koeffizienten
“ap = +0.003613
b = —1.911463
b, = +40.915076:

Zentrale Differenzen

Eine andere Mbglichkeit diese Differentialgleichung zu diskretisieren besteht
darin, die Ableitungen durch zentrale Differenzen zu ersetzen. Mit T als
Bezeichnung des Abtastintervalls machen wir folgende Néherungen‘:

y'(t)ltsz ~ Ye+1 — Yr-1

Yr41 — 205 + Yp— 1
2T ‘

und §() fe=ir =~ T2
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‘Einsetzen dieser Nz'iherungeﬁ in die Differentialgleichung ergibt:

—2 _
 Yrit Y& + Yr—1 + \/§w Ye+1 — Ye—1

T o T = vt

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir Wleder =£ und erhalten
nach umformen

(1 + fon)ka + (WT? = 2y + (1 - bwoT)yr—1 = ,ng2uk

Da diese Gleichung fiir alle k gilt, kann man die Indizes um einen Abtastwert
verschieben

(1+ fon Yk + (ngz — 1 + (1 = &woT)yr—2 = wWiT up_1

und erhilt somit wieder. eine leferenzenglelchung die ohne weiteres nach yz
aufgelost werden kann: :

Ly = Gtk + a1Ug—1 — M1Yi—1 — DaYr—2,

mit den Koeffizienten

agp — 0
wgT?
@ = —
1+{"on
waT? —
bh = ——
1+£U)0T
b o 1—§UJOT
27 14 bweT

Die Koeffizienten eines 1 Hz-Filters (wo = 27) mit einer Abtastrate von 100
Hz (T = 0.01 s) sind ‘

adg = 0.0
a; = +0.003780
b = —1.911142

by = +0.914922.

Impulsinvarianz
Die Uebertragungsfunktion Kann auch wie folgt ausgedriickt werden:

Y(s) . wg w

U(s) 8 +vowos +w2 (s+s1)(s+82)

H(s) =
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oder als Summe von Partialbriichen
Ay n A
Gto) ot

H(s)v::

. mit den Polen s; und s,.

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir Wleder 52£ =¢.
Dann sind die Pole -

fu’o(1 +7) und- 32 wo(1 - 7).

Die Koefﬁzienten A; und A2 berechnen smh aus
W A ]+ A
(S + 31)(8 + 82) v (S + 81) (3 + Sz)

‘oder auf einen gemeinsamen Nenner gebracht und ausmultipliziert
Wi = Ai(s+89) + Az(s + 51).

- Setzt man s = —sy, folgt .

w§
Ay = — =17 j§wo
2 — 81
und setzt man s = —s,, folgt
2 '
W .
. - A2 = 0_ T = —wao-
L 8]_ - 82 ~

Eine djskretevRealisierung H(z) der Uebertragungsfunktion H(s) unter der
Bedingung, dass die diskrete Impulsantwort A gleich der analytzschen Im-
* pulsantwort h(t) ist, fithrt zu :

AT AT

1 — e—-slTZ—-l 1 __'6~.—52TZ——1

H(z) =

Auf den gleichen Nenner gebracht und ausmultipliziert wird dies zur diskreten |
Uebertragungsfunktion

Uy AT 4 (AT — A TeoT)o
L4 (oot — e T} § (o)

H(z) =
in der gewiinschten Form

ag + alz_1

T4 bzt 4 bz ?

H(z) =
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Durch einsetzen der Beziehungen fiir A;, Az, sy und s, und anschliessendem
ausmultiplizieren erhalten wir die Koeffizienten ' D

g = (jfwo - wao)T =0

a = _jé‘one—ﬁon(e-l-jﬁon _ e—j{on) — 2§w0Te—§on sin(ﬁng)
bl — __e—ﬁone'l‘.’l'EwOT . e“ﬁone—jﬁon — _ze—ﬁon COS(&on)
b, = o w14+ (1-IIT _ ~2woT - -

Da H(z) = Y(2)/U(z) folgt
| Y(z) = (04 a1z YU (2) — (biz™" + bz72)Y (2).
Rﬁcktrénsfdrmation liefert dann die gewiinschte Diﬂerenzengleidmng
 Yr = Goug + a1ty — byyk_y — bzyk'—z'-v

Die Koeffizienten eines 1 Hz-Filters (wp = 27) mit einer Abtastrate von 100
Hz (T = 0.01 s) sind

ag = 0.0
a, = +0.003775
by = —1.911200

b, = +0.914976.
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Blhneare Transformatlon .

Wir gehen wiederum aus von der analytlschen Uebertra,gungsfunktlon
wd

H
(5) = s + \/fwgs i

" Ausfithren der bilinearen Transformation mit der Substitution -

s = 21-—— Z_I
T T1421

ibt
ergl :

21-21\2 | 2121 '
T1+z_1) + \/—WOTI_’_z—l + wO

Ausmultlphmeren liefert dle gesuchte diskrete Uebertragungsfunktlon

H(z) =

WBT? + 23T + WA

() = (w2T2 + 2v2woT + 4) + (23T — 8)271 + (wWET? — 2/2woT + 4)2™2

" Dividiert man nun den Zahler und Nenner durch
= (W2T? + 2v2woT + 4),
dann erhdlt man einen Ausdruck fir H (2) in der gewiinschten Form:

ag + 'alz_l + 022_2

H =
(=) 14 bz~ + bpz72
mit den Koeffizienten
w2T?
Cap = (:30
. .22
o = 2wOT
o
w3T?
as = 9
Co
b, = 2w2T? — 8
, — 23T +4
2 = - :
o

Da H{z) = Y(z)/Utz) folgt

Y(2) = (d0+ 012 + a2 )U(2) — (e + bz )Y (2).
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Riicktransformation liefert dann die gewiinschte Differenzengleichung

YE = QU + G1Uk_1 + GoUp—2 — blyk—l — byyp—2-

Fiarein 1 Hz Tlefpassﬁlter ist fo = 1 und unter Beriicksichtigung der Fre-

quenzverschiebung als Folge der Verzerrung der bilinearen Transformation -

erhalten wir
2 27i' ng
wo = tan(

T
‘ anste]le Von wo = 6.283185.

) = 6.285253

Mit einer Abtastra,te von 100 Hz ist T = 0.01 s. Dann erhalten wir die

folgenden Werte fir die Koeffizienten:

4 = -0.000945

a = +0.001889
ay = +0.000945
b = —1.911197

b, = +0.914976

Fiir ein 10 Hz Tlefpassﬁlter fuhrt die Berucksmhtlgung der Frequenzver—
‘schiebung zu wo = 64.384 anstelle von wy, = 62.832. Die entsprechenden
- Koeffizienten sind dann:

a = +0.067455

ap- = +0.134911
az = +0.067455
by = —1.142980
b2 +0.412802
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Antwortspektren

Einleitung

Antwortspektren sind fiir die Ingenieure eines der wichtigsten Hilfsmittel
zur Berechnung der dynamischen Bea,npruchung eines Bauwerkes. Im: Erd-
bebeningenieurwesen stellen sie das Bindeglied zwischen Selsmologle und
Bauwerksbemessung dar. :
- Den Antwortspektren zu Grunde hegt die Tatsache, dass das dynarms—
~ che Verhalten eines Bauwerkes als Reaktion auf eine horizontale Anregung
des Fundamentes durch das Verhalten eines MehrmasSénschWingei‘s model-
liert werden kann. Man stelle sich z.Bsp. ein mehrgeschossiges Gebaude vor,
bei dem die Massen auf der Hohe der Decken konzentriert werden, die iiber
die Wande miteinander verbunden sind. In der Praxis wird dieses Modell
noch weiter vereinfacht und durch einen aquivalenten Einmassenschwinger
“ersetzt, dessen Elgenfrequenz und Dampfung dem Schwmgungsverhalten
der ersten Eigenmode des Bauwerkes entsprechen. Es wird angenommen,
dass fiir die dynamische Beanspruchung und somit auch fur die Bemessung
des Bauwerkes der Spitzenwert der Antwort des aquivalenten Einmassenss-
chwingers auf eine gegebene Anregung (Bodenbeschleunigung) massgebend
- ist. Im Antwortspektrum werden diese Spitzenwerte als Funktion aller
iiber einen bestimmten Frequenzbereich verteilten Eigenfrequenzen von Ein-
massenschwingern mit gleicher Ddmpfung dargestellt.
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In der Praxis sind die Antworten sowohl der Verschiebung als auch -
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung von Interesse. FEin einzelnes
Antwortspektrum stellt also die Beanspruchung vieler verschiedener Bau-
werke mit unterschiedlicher Eigenfrequenz als Folge einer bestimmten Anre- -
gung (Beben) an einem gegebenen Standort dar. Die geglittete Einhillende
einer Vielzahl von Antwortspektren verschiedener Beben an vergleichbaren
Standorten bildet schhesshch die Grundlage eines sogenannten Bemes-
sungsspektrums. :

Das Antwortspektrum unterscheidet sich in zwei wesentlichen Punkten
vom Fourler Amphtudenspektrum ‘

e Wahrend im Fourier Spektmm in der Regel eine Amphtudendlchte
(eine Grosse pro Hz) dargestellt ist, stellt das Antwortspektrum den
Spitzenwert einer Amplitude dar;

e Die Frequenz im Fourier Spektrum entspricht dem Frequenzinhalt
eines gegebenen Signals, wahrenddesen sie im Antwortspektrum der
Eigenfrequenz verschiedener Einmassenschwinger, bzw. verschiedener

Gebaude entspricht.
3

2 g

g e
o112 T 0.5 T T T VIR T TV Y VT O 20 B T I R
o.10 03 dbarkeit des Ematzkrafiyerfahrens- L. . 2.7

fiir Gebaude . .
0.08 0.4 - -
4 . Zone 3b
/ A7 ;
0.06 7 03 7 A —Zone3a \
R 7 ; \
004 ey 02 ///// Zone 2 \\ -
2 77 24 -

Vv . 036 |

7Y ////_/ zmer | AR
0.02 0.1 :;/; 7~ S 0

g e = 0,06 -
. o‘oa 14 1 . 0'0((7I !l»llll'l"l {2 S i ] l-'ll’l"| X S A T Il_
02 05 05 1 2 3 10 20 33 100 [Hz

Bild 3.9: Elastische B emessungs-Antwortspekiren der Beschleunigung (Mittelwerte fiir 5% Dampfung) fiir
steifg_l?ﬁden {ausgezogen } und fiir mistelsteife Boden (gestrichelt) der Norm SIA 160 {nach [SIA 160]
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Numerische Losung des Einmassenschwingers

‘Zur Berechnung von Antwortspektren milessen wir die leferentlalglelchung
des Emmassenschmngers 16sen:

—I— 26wy + w? Y= —u(t)

Dabei ist y(t) die Auslenkung der Masse relativ zur Bodenbewegeung, bzw.
relativ zur Bewegung des Gebaudefundamentes und u(t) = & ist die Bo-
denbeschleumgung Diese Gleichung ist mit der Dlﬁ'erentlalglelchung des
Seismometers identisch: ¢ ist die Dampfung ausgedriickt als Bruchteil der
kritischen Dampfung und w ist gleich 2z f = /k/m, wobei f die Eigenfre-
- quenz des betrachteten Schwingers mit Steifigkeit k¥ und Masse m ist. Typ-
ische Werte fiir ¢ eines Bauwerkes im elastischen Verformungsbereich sind
0.02 - 0.1. Um diese Differentialgleichung zu diskretisieren, wollen wir hier
die Ableitung mit. zentralen Differenzen approximieren:

. dy, Yk Yi-1
Yk = gl BT om
. 'd2 l ' yk+1—2yk+yk1 :

Das Abtastmterva]l ist hier mit T bezeichnet. Es zeigt sich, dass diese
Nzherung genauer ist als diejenige mit den einfachen Differenzen. Durch
Einsetzen dieser Approximationen in dle Differentialgleichung erhalten wir
die gesuchte Dﬂferenzenglelchung

Yk — 2yk_ + Yr—1 + EwT (Ypy1 — yk—l) + W' T?y = —T?ux

(1 + éL‘JT)yk-l-l = —Tzuk - (w2T2 - 2)yk — (1 — éwT)yk 1. V

Da diese Gleichung fiir jeden Wert von k£ Giiltigkeit haben muss, kénnen wir
sie auch in die iibliche Form einer Rekursionsformel fiir yy brmgen

Yr = GoUx + a1Uk—1 — b1¥r—1 — bo¥r—2
mit
ag = 0

T2
14wl

_WT? -2
T4 (T
1T
1T

ay =

9



Die so erhaltene relative Auslenkung (Verschiebung) y; ist eine Zeitreihe,
welche die Antwort. eines Einmassenschwingers auf eine beliebige Bo-
‘denbeschleunigung u; darstellt. Der Einmassenschwinger ‘wirkt dank der
angenommenen geringen Dampfung wie ein schmalbandiges Filter, ‘das die
Frequenzen.im Bereich seiner Eigenfrequenz relativ zu den anderen Frequen-
zen stark anhebt. Die so berechnete Zeitreihe ist eine zufriedenstellende E
Naherung sofern die Eigenfrequenz f des betrachteten Einmassenschwinger
wesentlich kleiner ist als die Abtastrate. Tatsichlich ist die Losung nur fir
f/Abtastrate < 1 / 7 stabil.

’Berechnung der Antwortspektren ,
Verschlebung, Geschwmdlgkelt und Beschleunigung

Das Antwortspektrum der relativen Verschiebung Sy erhalt man indem man
die Zeitreihe yj, fir alle gewiinschten Werte von w bzw. f berechnet und jew-
eils einfach das-Maximum des Betrages. Jeder dieser Ze1tre1hen als Funktion

der Frequenz auftragt: '

Sd(w?ﬁ) = max lyk(w7 é)l' '

Wendet man die anfangs eingefithrte Naherung fiir die Ableitung nun
~auf die berechneten relativen Verschiebungsantworten ¥ an, erhilt man die
entsprechenden relativen Geschwindigkeiten 7, und relativen Beschleunigun-
gen fjx. Mit der eingangs schon definierten Bodenbeschleunigung ux = Zr
erhalten wir dann ganz einfach aus § + u; die fiir die Ingenieur-Belange
massgebliche absolute Beschleunigungsantwort. In der Praxis muss man bei
~ der numerischen Ausfiihrung von yx + ug darauf achten, dass die Indizes der
zwei Zeitreihen sich auch tatsachlich entsprechen. So resultlert im hier ver-
wendeten Verfahren die berechnete Zeitreihe §j; gegeniiber der eingegebenen
- Bodenbeschleunigung uy um einen Wert verzogert.

Die entsprechenden Antwortspektren S, und S, setzen sich dann wie im
Falle von S; aus den Betragsmaxima der fiir die verschiedenen Frequenzen w
berechneten Antworten zusammen: '

S‘U(wag) = max L@k(c‘% 5)17
Sﬂ»(w’ 6) = max Iéjk(w7 5) + uki

Pseudogeséhwindigkeit und Pseudobeschleunigung

Als Alternative zur oben angegebenen Berechnung von S, und S, kann man,
unter Ausniitzung der bekannten Regeln der Ableitung einer harmonischen
Schwingung, eine spektrale Geschwindigkeit und eine spektrale Beschleuni-
gung direkt aus Sy berechnen: ‘

: Spv = de
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and

S‘m = w25,

Diese zwei Grossen sind als Pseudogeschwzndzgkezt und Pseudobeschleunzgung '
bekannt. Wie man zeigen kann, sind die Grossen S, und S,, bzw. Spa und
S, nicht identisch (e.g. Bachmann 1995)%. Im Bereich mittlerer Frequenzen
stimmen S,, und S, recht gut iiberein. Bei tiefen und hohen Frequenzen
* sind die Abweichungen aber betrachtlich. Im Falle von S,, und S, sind die
Abweichungen vom Dampfungsmass ¢ abhangig aber bei den gebrauchhchen
- Dampfungswerten in der Praxis vernachlas31gbar :

Bemerkung

Dié_ hier vorgestellte Methode zur Berechnung der relativen Ver-
schiebungsantwort y; aus der Diskretisierung der Differentialgleichung mit-
tels zentraler Differenzen ist nur eine von vielen Moglichkeiten. Zwei weitere
Methoden sind im Buch von Chopra (1995)2 beschrieben. Es ist auch denkbar
die der Differentialgleichung des Einmassenschwingers entsprechende Ueber-
tragungsfunktion aufzuschreiben und diese mittels der Methode der Im-
pulsinvarianz oder der Bilinearen Transformation in eine diskrete Uebertra-
gungsfunktion zu iberfihren.

Boden-
beschleunigung ag(t)

T

| () R —

U
= :% ()
Erdbeben- System von Systemantwort ) Elastische
anregung Einmassenschwingem : Geschwindigkeits-
\ - ’ ’ Antwortspekiren

Bild 2.25: Ermittlung von elastischen Antwortspektren (nach [HS 84])

. ?H. Bachmann: Erdbebensicherung von Bauwerken, Birkauser, 1995.
. 3A. K. Chopra: Dynamics of Structures, Prentice Hall, (1995).
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Bestlmmung des seismischen Momentes
~ Die Bewegung (P- Welle) eines homogenen und. 1sotr0pen Medmms im Fer- ~

nfeld einer seismischen Scherdlslokatlon kann als Punktquelle wie folgt
dargestellt werden:

T (5:’, t) =

— L.
yP pa3r,uAu(t r/a)
o #F(Z,1) ist die beobachteten Verschiebung in Rlchtung des Strahles

zwischen Herd und Beobachtungsort 1, verursacht durch eine P- Welle
an der Stelle £ und zur Zeit ¢,

e «aist die P- Wellengeschmndlgkelt p dJe Dichte und [L der Schermodul |
an der Queﬂe,

e FF beschrelbt die Abstrahlcharakterlstlk als Funktion der Onentlenmg
der Bruchfliche und der Richtung zum Beobachtungsort,

o r ist die Entfernung zwischen Quelle (5) und Beobachtungsort (&),
o A ist die Fliche auf der der Bruch stattgéfunden hét,

o @ ist die .durchschnittliche‘ Dislokationsgeschwindigkeit (zéitliche
Ableitung des Versatzes zwischen der einen und der anderen Seite eines
Scherbruches) auf der Fliche A und zur Zeit t — r/a.

Das Signal, welches einer direkten P-Welle entspricht ist also propor-
tional zur durchschnittlichen Dislokationsgeschwindigkeit (slip velocity) iiber
der Bruchflaiche. Mit den entsprechenden Werten fiir die Abstrahlcharak-
teristik und seismischen Geschwindigkeiten und unter beriicksichtigung der
entsprechenden Richtungen der Bewegungen gilt obige Gleichung ganz analog
auch fiir die SV- und SH-Wellen (siehe Aki+Richards, Gleichungen 4.87).

Integrieren wir nun {iber dieses Signal, dann erhalten wir:

00 ' ’ P
/ ul (Z,t)dt = F pA [ u(t —r/a)dt
0

47 padr

.

uA.
4_7rpa3r#u

/oo uP(Z,t)dt =
0
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M1t % der durchschnittlichen stlokatlon auf der Flache A und der bekannten
Formel Mg = A fir das seismische Moment erhalten wir:

47 pa®r o :
Mo = —5— / uf (%, t)dt
Das seismische Moment ist also proportional zum Integra,l der beoba,chteten
Bodenverschlebung Mit der entsprechenden seismischen Geschwindigkeit
und Abstrahlcharekteristik gilt ein analoges Resultat auch fur die direkte
SV- bzw. SH-Welle.

Die Fourier Transformierte U(w) einer beheblgen Funktion u(t) ist:
U(w) = /o:o u(t)e™dt. |
Fiir ein Signal-welches erst zur Zeit ¢ = O 'beginnt gilt daher
I (i)t = 0w =0)l,

Wobe1 |U (w= O)l die spektrale Amphtudendlchte bei det Frequenz w = 0
ist. Somit konnen wir das seismische Moment auch aus dem Spekirum der
- Bodenverschiebung bestimmen:

47 par
~FP

Wir wollen im Weiteren den Wert des Integrals der Bodenverschiebung,
bzw. des Amplitudenspektrums bei der Frequenz 0 mit )y bezeichnen.
Tatsachlich zeigt es sich sowohl aus theoretischen Ueberlegungen als auch aus
Beobachtungen, dass in erster Naherung das Verschiebungsspektrum einer
seismischen Punktquelle durch einen konstanten Plateauwert fiir tiefe Fre-
quenzen und einen zu f~7 proportionalen Amplitudenabfall oberhalb einer
Eckfrequenz f; gekennzeichnet ist. Somit kann in einer Log-Log Darstellung
des Spektrums der Wert Qo durch Extrapolation des spektralen Plateauw-
ertes bestimmt werden. Entsprechend dem viel verwendeteh Herdmodell von
Brune ist v = 2, aber andere Modelle lassen unterschiedliche Werte erwarten.
Auch die beobachteten Werte von + konnen erheblich abweichen von dem
Standardwert 2, wobei es aber oft sehr schwierig ist, den Einfluss der Quelle
und des Uebertragungsmedmms sauber zu trennen.

In der Praxis muss aus dem Teil des beobachteten Seismogramms,
. welches die direkte P- oder S-Welle enthalt, durch Dekonvolution mit der In-
strumentencharakteristik, die wahre Bodenverschiebung restituiert werden.
Ausserdem sollten die Aufzeichnungen der drei Komponenten der Boden-
bewegung in die Richtung des einfallenden Strahles, bzw. senkrecht dazu;
rotiert werden, oder ein entsprechender Korrekturterm bertcksichtigt wer-
den: Weitere Korrekturterme, welche die urspriingliche Bedingung des ho-
mogenen Vollraumes etwas lockern, beriicksichtigen die Effekte der freien

My = ——|U"(Z,w0 =0). ’
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Oberfliche (die Bewegung entspricht der Ueberlagerung von emfaﬂender
und zuriickreflektierten Wellen), sowie von Eigenschaften des Beobach-
tungsstandortes, (site effects), bedingt durch erniedrigte oberflichennahe
Geschwindigkeiten. Ein brauchbarer Kompromiss zwischen der unrealistis-
chen Annahme des homogenen Vollraumes und der Berechnung vollstandiger
Green’scher Funktionen ist die folgende Beziehung:

1/2 /2 5/204/2,.

_Anpy py
My = . 0-
FSP

" Die zusatzlichen Terme sind

o SP die Verstarkung der freien Obérﬂiiche‘f_'{ir‘ die Vertika.lkomponénte
der P-Welle, "

‘o pe und p, die Di-chte an Quelle und Beoba,chtungssta,ndort sowie

® oy ‘und o die P- Wellengeschwmdlgkelten an Quelle und Beobachtungs—‘
standort , ’

-Diese Glelchung gilt mit den entsprechenden Wellengeschwindigkeiten und
Korrekturtermen auch fiir die Horizontalkomponenten der Bodenbewegung
sowie fiir SV- und SH-Wellen. Bei der Extrapolation des Spektrums von allzu
hohen Frequenzen auf den Spektralwert bei w = 0 ist auch die anelastische
Absorption (@) entlang des Wellenweges und insbesondere im stationsna-
hen Untergrund nicht zu vernachlassigen.

Fiir M, in N-m erhalt man die Momentenmagnitude aus

2
M, = -?;IogMg —6.
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Zeitreihenanélyse in der Geophysik - Uebling SSo03
Eichéignal und Freque’nzantwort eines Seismometers

D1e Gleichung des Exchagnals lautet:

w)—J——4 *“mMVLf%M) o

Sie beschreibt das geschwindigkeitspi'oportionale‘Signal, #(t), am. Ausgang -
eines Seismometers, welches durch einen Sprung in der Beschleunigung, a.,
angeregt wurde. Dabei ist £ die Dampfung als Verhaltnis zur kritischen
Dampfung, und wg = 27 fo die Eigenfrequenz des Seismometers.

Gesucht: Die Impuls- und Frequenzantwort des Seismometers.

T heoretlscher Nachwels

Zeigen Sie theoretlsch dass das Elchmgnal zweimal abgeleitet werden muss, .
um die Impulsa.ntwort bzw. im Frequenzberelch die Frequenzantwort (auch,
Uebertragungsfunktion genannt) zu erhalten.

Tipp: Sie konnen natiirlich' Gleichung (1) ableiten. Einfacher und an-
schaulicher. ist es aber wenn Sie von der allgemeinen Definition der Fre-
quenzantwort, bzw. Uebertragungsfunktion, ausgehen: : an

VoY) _ Fu®)
= %@ = Fat)y o

s \((S > = 5.2_5_ Z}; £ waw;w‘

K(sN= T 5

Somit gilt auch : 4 ()} . :
)= Faay * 1
Der gesuchte Bewels ergibt sich dann durch Anwendung der Regeln fiir die
Fourier Transformation des Integrals und der Ableltnng einer Funktion sowie
der Bezxehung zwischen dem 6—Impuls und der Schrlttfunktxon (auch Sprung-

funktion genannt).

" Konnen Sie nun das Vorgehen mit wenigen Worten begrunden"

Berechnung der analytischen ImpulsantWort»mit‘ MATLAB

Programmieren Sie Gleichung (1) in MATLAB und zeigen Sie, dass die
Fourier Transformation dieses Fichsignals nicht der Frequenzantwort des
Seismometers entspricht. Leiten Sie das Eichsignal zweimal numerisch ab
und zeigen Sie dass die Fourier Transformation dieser zweimal abgeleiteten
Funktion tatsichlich der gesuchten Frequenzantwort entspricht.
Wiederholen Sie dies fiir verschiedene Werte von £ und fp und beachten Sie,
wie diese zwei Parameter das Verhalten des Seismometers bestimmen.

Analyse eines gemessenen Eichsignals

" Probieren Sie das Gleiche mit einem gemessenén Eichsignal. Ko6nnen Sie
- sich- die Unterschiede zum theoretischen Signal erklaren?

NEEAN
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ZeitreihenanalySe in der Geophysik - Uebung SS09

- Gegeben sei ein synthetisches geschwindigkeitsproportionales Seismogramm’
einer SH-Welle, das’ von einem kurzperiodischen Seismographen ”registri-
ert” wurde. Mittels der Impulsantwort des gesamten Aufnehmer Systems,
" soll durch inverse Filterung im Frequenzbereich das korrigierte Amplituden-
spektrum und das Quellsignal berechnet werden. Von diesen soll dann das
seismische Moment des Erdbebens bestimmt werden. Dabei konnen Sie die

folgenden Parameter zur Berechnung des Skalierungsfaktors annehmen:. »

r = 10km
pe = 2.7-10° kg/m®
ps = 2.5-10% kg/m®
,35 = 3.5-103‘1’11/8
B, = 25-10°m/s
T =1
S5H = 2

Verifizieren Sie, ob im Zeit- und Frequenzberelch das gleiche Resultat er-
halten wird. Versuchen Sie es erst ohne Noise, dann addieren Sie N01se
unterschiedlicher Amplitude zum Signal.

Das MATLAB Skript befindet sich in
/afs/ethz.ch/users/d/deichman/zr/ss09/aufgabe.m
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